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第3章 過渡特性の詳しい計算 (1週)

3.1 ラプラス変換による常微分方程式の解法
前のセクションで，フィルター回路を通した時の周波数特性を示した．その場合には正弦波を入力した．このように

三角関数型の繰り返し波形を考える場合はフーリエ変換が役に立つ．
一般の波形も全て正弦波の足し合わせで表現できるので，原理的にはフーリエ変換を使えば過渡的な波形を含む一般

の波形に対するフィルター回路のレスポンスを調べることができる．しかし，それは結構面倒だったりする．
そこで，実際にはラプラス変換を使うと便利である．ラプラス変換は微分方程式を解く上で強力な手段となる．導関

数 (微分)と原始関数 (積分)に対するラプラス変換が簡単な形に書け，従って微分方程式が代数方程式にすり替えられる
ためである．
ラプラス変換の数学的な色々なことは，物理数学に任せるとして，ここでは主に電気回路に対する応用を示すことに

する．
複素振幅の所では，V (t)，I(t)を実数電圧，電流，v(t)，i(t)を複素電圧，電流とした．このChapterでは，v(t)，i(t)

を実数電圧，電流，V (s)，I(s)をそのラプラス変換とする．

3.1.1 ラプラス変換
実関数 f(t)に対するラプラス変換を F (s)と書くと，

F (s) ≡
∫ ∞

0
f(t) · exp (−st) · dt (3.1)

と定義される．様々な関数に対するラプラス変換は以下の通りである．

f(t) → F (s) (3.2)

δ(t) 1 (3.3)

階段関数 step(t) =

⎧
⎨

⎩
0, t < 0

1, t > 0
1/s (3.4)

t
1

s2
(3.5)

t2
2

s3
(3.6)

1

(n− 1)!
tn−1 1

sn
(3.7)

exp(−at) 1/(s+ a) (3.8)

sin(at) a/(s2 + a2) (3.9)

t · exp(−at) 1/(s+ a)2 (3.10)

exp(−at) · sin(bt) b/
[
(s+ a)2 + b2

]
(3.11)

exp(−at) · f(t) F (s+ a) (3.12)

f(t/a) a · F (as) (3.13)

df(t)

dt
s · F (s)− f(0) (3.14)

t0

V(t)

36 第 2章 L, C, Rの回路 (2週)

I(t)

V(t), ω

R

L

C

図 2.4: 抵抗 R，コイル L，コンデンサー C を直列につなぎ，周波数 ωの電圧を掛ける．

回路では位相差よりも電圧電流の振幅の関係を問題にする場合が多い．上記の R, C, L直列回路の場合は，

V0 =

√

R2 +

(
ωL− 1

ωC

)2

· I0 (2.84)

となる．これは上の合成インピーダンスで考えると，

V0 = |Z|I0 (2.85)

|Z| =

√

R2 +

(
ωL− 1

ωC

)2

(2.86)

ということである．
結局，コイル，コンデンサーの混じった回路の電流と電圧の関係について求めるには，(1)複素インピーダンスを使い

合成抵抗と同じ手法で合成インピーダンスを計算する，(2)振幅は合成インピーダンスの絶対値で計算する，ことで得ら
れる．
コイルやコンデンサーのインピーダンスの大きさは周波数依存性を持ち，その結果それらの合成インピーダンスも周

波数依存性を持つ．ということは，一定の電圧振幅を与えても，周波数によって電流の振幅は変化する．
R, C, L直列回路では，

ω0L = 1/ω0C (2.87)

ω0 = 1/
√
LC (2.88)

を満たす ω0 の時にインピーダンスが最小になる．すなわち，電流振幅が最大になる．
これまでは単一の周波数について問題にした．任意の波形についても上記の線形結合に過ぎない．すなわち，(1)任意

の投入電圧波形に対してフーリエ変換を施し，(2)それぞれの周波数成分について合成インピーダンスを計算，(3)位相
も含めてそれぞれの周波数成分に付いて電流を求め，(4)線形に足す，ことで電流波形を求めることが出来る．

2.3 L, R, Cを用いた様々な回路
2.3.1 フィルター回路
信号を処理する上で，ある周波数成分のみを取り出すことをフィルター回路と呼ぶ．以下の回路で Vin(t)の出力イン

ピーダンスを 0(理想的なファンクションジェネレーター)とし，Vout(t)を入力インピーダンス無限大の回路で受けたと
すると，それぞれの回路の周波数特性に応じてある周波数成分のみを取り出すことができる．

I(t)を求めるにはどうする？V(t)をフーリエ変換し，周波数毎
に振幅と位相を計算することで電流の波形を計算し，それを
再び足し合わせることで I(t)を求める．でも，これは大変だ．
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1

s2
(3.5)

t2
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(3.6)
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3.1 ϥϓϥεมʹΑΔৗඍํఔࣜͷղ๏
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ϥϓϥεมͷֶతͳ৭ʑͳ͜ͱɼཧֶʹͤΔͱͯ͠ɼ͜͜Ͱओʹిؾճ࿏ʹର͢ΔԠ༻Λࣔ͢͜ͱʹ

͢Δɽ

ෳૉৼ෯ͷॴͰɼV (t)ɼI(t)Λ࣮ిѹɼిྲྀɼv(t)ɼi(t)Λෳૉిѹɼిྲྀͱͨ͠ɽ͜ͷChapterͰɼv(t)ɼi(t)

Λ࣮ిѹɼిྲྀɼV (s)ɼI(s)Λͦͷϥϓϥεมͱ͢Δɽ

3.1.1 ϥϓϥεม

࣮ؔ f(t)ʹର͢ΔϥϓϥεมΛ F (s)ͱॻ͘ͱɼ

F (s) ≡
∫ ∞

0
f(t) · exp (−st) · dt (3.1)

ͱఆٛ͞ΕΔɽ༷ʑͳؔʹର͢ΔϥϓϥεมҎԼͷ௨ΓͰ͋Δɽ

f(t) → F (s) (3.2)

δ(t) 1 (3.3)

֊ஈؔ step(t) =

⎧
⎨

⎩
0, t < 0

1, t > 0
1/s (3.4)

t
1

s2
(3.5)

t2
2

s3
(3.6)

1

(n− 1)!
tn−1 1

sn
(3.7)

exp(−at) 1/(s+ a) (3.8)

sin(at) a/(s2 + a2) (3.9)

cos(at) s/(s2 + a2) (3.10)

sin2(at) 2a2/s(s2 + 4a2) (3.11)

cos2(at) (s2 + 2a2)/s(s2 + 4a2) (3.12)

t · exp(−at) 1/(s+ a)2 (3.13)

exp(−at) · sin(bt) b/
[
(s+ a)2 + b2

]
(3.14)

exp(−at) · f(t) F (s+ a) (3.15)
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֊ஈؔ step(t) =

⎧
⎨

⎩
0, t < 0
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t
1

s2
(3.5)

t2
2

s3
(3.6)

1

(n− 1)!
tn−1 1

sn
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exp(−at) 1/(s+ a) (3.8)

sin(at) a/(s2 + a2) (3.9)

cos(at) s/(s2 + a2) (3.10)

sin2(at) 2a2/s(s2 + 4a2) (3.11)
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f(t/a) a · F (as) (3.16)

df(t)

dt
s · F (s)− f(0) (3.17)

d2f(t)

dt2
s2F (s)− sf(0)− f ′(0) (3.18)

∫ t

0
f(t′) · dt′ F (s)/s (3.19)

∫ t

0
f(t− t′) · g(t′) · dt′ F (s) ·G(s) (3.20)

3.1.2 ϥϓϥεมΛ༻͍ͨৗඍํఔࣜͷղ͖ํͷྫ

Λ༻͍ͯղ͍ͯΈΔɽͷৗඍํఔࣜΛϥϓϥεม࣍

d2f(t)

dt2
+ 4

df(t)

dt
+ 13f(t) = 0 (3.21)

f(0) = 0, f ′(0) = 1 (3.22)

͜ΕΛؙ͝ͱϥϓϥεมΛߦͳ͏ͱɼ

s2F (s)− 1 + 4sF (s) + 13F (s) = 0 (3.23)

F (s) =
1

s2 + 4s+ 13
=

1

3

3

(s+ 2)2 + 32
(3.24)

ͱͳΔɽ͜ΕΛٯϥϓϥεม͢Δͱɼ

f(t) =
1

3
e−2t sin(3t) (3.25)

ͱͳΓɼղ͚Δɽ

3.2 ϥϓϥεมΛ༻͍ͨճ࿏ํఔࣜͷղ๏

3.2.1 RCੵճ࿏ʹεςοϓؔܗΛೖྗ

ϥϓϥεۭؒͷϑΟϧλʔؔ

ϥϓϥεมΛ༻͍ͯਤ 2.6ͷ RCੵճ࿏Λ͑ߟΑ͏ɽt = 0Ͱɼίϯσϯαʔʹిՙ͕͑ΒΕ͍ͯͳ͍ͱ

͢Δɽ

vout(t) =
1

C

∫ t

0
i(t′)dt′ = vin(t)− i(t)R (3.26)

͜ΕΛɼࣜશ෦Λϥϓϥεม͢Δͱɼ

Vout(s) =
1

C

I(s)

s
= Vin(s)− I(s)R (3.27)

ͱ͍͏ํఔࣜʹͳΔɽI(s)Λফ͢ڈΔͱɼ

Vout(s) = Vin(s)
1

1 + sRC
(3.28)

ͱͳΔɽ͜Εɼલʹࣔͨ͠

Ṽout = Ṽin
1

1 + iωRC
(3.29)

ͷ iωΛ sʹม͑ͨͷͱҰக͢Δɽ



ラプラス変換を用いた常微分方程式の解き方  4

44 第 3章 過渡特性の詳しい計算 (1週)

d2f(t)

dt2
s2F (s)− sf(0)− f ′(0) (3.15)

∫ t

0
f(t′) · dt′ F (s)/s (3.16)

∫ t

0
f(t− t′) · g(t′) · dt′ F (s) ·G(s) (3.17)

3.1.2 ラプラス変換を用いた常微分方程式の解き方の例
次の常微分方程式をラプラス変換を用いて解いてみる．

d2f(t)

dt2
+ 4

df(t)

dt
+ 13f(t) = 0 (3.18)

f(0) = 0, f ′(0) = 1 (3.19)

これを丸ごとラプラス変換を行なうと，

s2F (s)− 1 + 4sF (s) + 13F (s) = 0 (3.20)

F (s) =
1

s2 + 4s+ 13
=

1

3

3

(s+ 2)2 + 32
(3.21)

となる．これを逆ラプラス変換すると，

f(t) =
1

3
e−2t sin(3t) (3.22)

となり，解ける．

3.2 ラプラス変換を用いた回路方程式の解法
3.2.1 RC積分回路にステップ関数波形を入力
ラプラス空間のフィルター関数

ラプラス変換を用いて図 2.6の RC積分回路を考えよう．t = 0では，コンデンサーには電荷が蓄えられていないと
する．

vout(t) =
1

C

∫ t

0
i(t′)dt′ = vin(t)− i(t)R (3.23)

これを，式全部をラプラス変換すると，

Vout(s) =
1

C

I(s)

s
= Vin(s)− I(s)R (3.24)

という代数方程式になる．I(s)を消去すると，

Vout(s) = Vin(s)
1

1 + sRC
(3.25)

となる．これは，前に示した

Ṽout = Ṽin
1

1 + iωRC
(3.26)

の iωを sに変えたものと一致する．
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∫ t
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∫ t
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3.1.2 ラプラス変換を用いた常微分方程式の解き方の例
次の常微分方程式をラプラス変換を用いて解いてみる．
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dt2
+ 4
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dt
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=

1

3
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となり，解ける．

3.2 ラプラス変換を用いた回路方程式の解法
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する．

vout(t) =
1

C

∫ t

0
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となる．これは，前に示した
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の iωを sに変えたものと一致する．
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1

1 + iωRC
(3.26)

の iωを sに変えたものと一致する．

3.2. ラプラス変換を用いた回路方程式の解法 45

ステップ関数に対する応答

この回路に階段関数を入力した場合のRC積分回路の出力波形を解く．階段関数を仮定すると，vin(t)のラプラス変換
Vin(s)を決めることができる．よって，

階段関数 vin = v0 · step(t) =

⎧
⎨

⎩
0 t < 0

v0 t > 0
(3.27)

Vin(s) = v0/s (3.28)

となる．ここで，

Vout(s) = Vin(s)
1

1 + sRC
(3.29)

なので

Vout(s) =
v0
s

1

1 + sRC
(3.30)

= v0

(
1

s
− 1

s+ (1/RC)

)
(3.31)

となる．これを逆ラプラス変換すると

vout(t) = v0 · (step(t)− exp(−t/RC)) (3.32)

となる．よって，exponential的に階段関数に近付くことを示している．初期の傾きは v0/RC であること，最終的に v0

に近付くことなど，直観的にも良く理解できる．
(2008/5/16はここまで)

3.2.2 LC共振回路にステップ関数波形を入力
ラプラス空間のフィルター関数

もう一つやってみる．ラプラス変換を用いて図 2.9の LC共振回路を考えよう．ただし t = 0では，コンデンサーには
電荷が蓄えられておらず，コイルにも電流が流れていないとする．すると，

vout(t) = L
diL(t)

dt
=

1

C
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0
iC · dt = vin(t)−R · [iC(t) + iL(t)] (3.33)

iL(0) = 0 (3.34)

となる．この式全部をラプラス変換すると

Vout(s) = L · s · IL(s) =
1

C

IC
s

= Vin(s)−R · [IC(s) + IL(s)] (3.35)

が得られる．電流の項を消去すると，

Vout(s) = Vin(s)
s/RC

(1/LC) + s2 + (s/RC)
(3.36)

となる．前述の周波数特性は

Ṽout = Ṽin
iω/RC

(1/LC)− ω2 + (iω/RC)
(3.37)

であるので，ラプラス空間でのフィルタ関数も，周波数特性の iωを s に変えたものと一致する．
結局，複素回路論の周波数特性の iωを sに変えることで，ラプラス空間におけるフィルター関数を求めることができ

る．複素回路論のインピーダンスの考えをそのまま持ち込めば良い．
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Vout(s) = L · s · IL(s) =
1

C

IC
s

= Vin(s)−R · [IC(s) + IL(s)] (3.35)

が得られる．電流の項を消去すると，

Vout(s) = Vin(s)
s/RC

(1/LC) + s2 + (s/RC)
(3.36)

となる．前述の周波数特性は

Ṽout = Ṽin
iω/RC

(1/LC)− ω2 + (iω/RC)
(3.37)

であるので，ラプラス空間でのフィルタ関数も，周波数特性の iωを s に変えたものと一致する．
結局，複素回路論の周波数特性の iωを sに変えることで，ラプラス空間におけるフィルター関数を求めることができ

る．複素回路論のインピーダンスの考えをそのまま持ち込めば良い．

3.2. ラプラス変換を用いた回路方程式の解法 45

ステップ関数に対する応答

この回路に階段関数を入力した場合のRC積分回路の出力波形を解く．階段関数を仮定すると，vin(t)のラプラス変換
Vin(s)を決めることができる．よって，

階段関数 vin = v0 · step(t) =

⎧
⎨

⎩
0 t < 0

v0 t > 0
(3.27)

Vin(s) = v0/s (3.28)

となる．ここで，

Vout(s) = Vin(s)
1

1 + sRC
(3.29)

なので

Vout(s) =
v0
s

1

1 + sRC
(3.30)

= v0

(
1

s
− 1

s+ (1/RC)

)
(3.31)

となる．これを逆ラプラス変換すると

vout(t) = v0 · (step(t)− exp(−t/RC)) (3.32)

となる．よって，exponential的に階段関数に近付くことを示している．初期の傾きは v0/RC であること，最終的に v0

に近付くことなど，直観的にも良く理解できる．
(2008/5/16はここまで)

3.2.2 LC共振回路にステップ関数波形を入力
ラプラス空間のフィルター関数

もう一つやってみる．ラプラス変換を用いて図 2.9の LC共振回路を考えよう．ただし t = 0では，コンデンサーには
電荷が蓄えられておらず，コイルにも電流が流れていないとする．すると，

vout(t) = L
diL(t)

dt
=

1

C

∫ t

0
iC · dt = vin(t)−R · [iC(t) + iL(t)] (3.33)

iL(0) = 0 (3.34)

となる．この式全部をラプラス変換すると

Vout(s) = L · s · IL(s) =
1

C

IC
s

= Vin(s)−R · [IC(s) + IL(s)] (3.35)

が得られる．電流の項を消去すると，

Vout(s) = Vin(s)
s/RC

(1/LC) + s2 + (s/RC)
(3.36)

となる．前述の周波数特性は

Ṽout = Ṽin
iω/RC

(1/LC)− ω2 + (iω/RC)
(3.37)

であるので，ラプラス空間でのフィルタ関数も，周波数特性の iωを s に変えたものと一致する．
結局，複素回路論の周波数特性の iωを sに変えることで，ラプラス空間におけるフィルター関数を求めることができ

る．複素回路論のインピーダンスの考えをそのまま持ち込めば良い．

46 第 3章 過渡特性の詳しい計算 (1週)

ステップ関数に対する応答

階段関数 v0 · step(t) =

⎧
⎨

⎩
0 t < 0

v0 t > 0
(3.38)

Vin(s) = v0/s (3.39)

Vout(s) =
v0
s

s/RC

(1/LC) + s2 + (s/RC)
(3.40)

=
v0

RCb

b

(s+ a)2 + b2
, a =

1

2RC
, b =

√
1

LC
− 1

4R2C2
(3.41)

これを逆ラプラス変換すると

vout(t) =
v0

RCb
· exp(−at) · sin(bt) (3.42)

となる．これは，減衰振動である．

3.2.3 ラプラス変換による回路の応答の解き方のまとめ
1) 複素インピーダンスを使って，フィルタ関数を作る．入出力は Ṽin，Ṽout と書いておく．
2) フィルタ関数を iωを sに書き換え，入出力の Ṽin，Ṽoutを，Vin(s)，Vout(s)に書き換える．その結果，sを使っ
たラプラス空間でのフィルタ関数が得られる．

3) 与えられている vin(t)をラプラス変換し，Vin(s)を求め，2)で得られている式に代入する．
4) この時点で，Vout(s) = (sを使った式)になっているはず．後は逆ラプラス変換して，vout(t)を求めれば良い．
そこで，ラプラス変換のテーブルを見ながら，3)で得られている式を逆ラプラス変換しやすい式に変形する．

5) Vout(s) = (sを使った逆ラプラス変換をしやすい式) についてラプラス逆変換を行ない，最終的に vout(t)を求
める．

3.2.4 ポールゼロ消去
図 3.1の左の図は，ポールゼロキャンセルと呼ばれる回路であり，放射線計測などで，指数関数型減衰信号の時定数

を変えるときに用いられる．図 3.1の右に示す時定数 R1C を持つ指数関数型減衰信号を入力した場合の出力波形を計算
してみる．

C と R1 の合成インピーダンスは
1

1
R + iωC

=
R1

1 + iωCR1
(3.43)

である．よって R2 との抵抗分割比から

Ṽout = Ṽin
R2

R1
1+iωCR1

+R2
= Ṽin

R2 + iωCR1R2

R1 +R2 + iωCR1R2
= ṼinF (iω) (3.44)

が得られる．iωを sに書き換えてラプラス空間のフィルター関数 F (s)を求めると，

Vout(s) = Vin(s)F (s) (3.45)

F (s) =
R2 + sCR1R2

R1 +R2 + sCR1R2
=

s+ 1
CR1

s+ 1
CR1

+ 1
CR2

=
s+ 1

CR1

s+ 1
C

(
1
R1

+ 1
R2

) =
s+ a

s+ b
(3.46)

a ≡ 1

CR1
, b ≡ 1

C

(
1

R1
+

1

R2

)
(3.47)
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3.2. ラプラス変換を用いた回路方程式の解法 45

ステップ関数に対する応答

この回路に階段関数を入力した場合のRC積分回路の出力波形を解く．階段関数を仮定すると，vin(t)のラプラス変換
Vin(s)を決めることができる．よって，

階段関数 vin = v0 · step(t) =

⎧
⎨

⎩
0 t < 0

v0 t > 0
(3.27)

Vin(s) = v0/s (3.28)

となる．ここで，

Vout(s) = Vin(s)
1

1 + sRC
(3.29)

なので

Vout(s) =
v0
s

1

1 + sRC
(3.30)

= v0

(
1

s
− 1

s+ (1/RC)

)
(3.31)

となる．これを逆ラプラス変換すると

vout(t) = v0 · (step(t)− exp(−t/RC)) (3.32)

となる．よって，exponential的に階段関数に近付くことを示している．初期の傾きは v0/RC であること，最終的に v0

に近付くことなど，直観的にも良く理解できる．
(2008/5/16はここまで)

3.2.2 LC共振回路にステップ関数波形を入力
ラプラス空間のフィルター関数

もう一つやってみる．ラプラス変換を用いて図 2.9の LC共振回路を考えよう．ただし t = 0では，コンデンサーには
電荷が蓄えられておらず，コイルにも電流が流れていないとする．すると，

vout(t) = L
diL(t)

dt
=

1

C

∫ t

0
iC · dt = vin(t)−R · [iC(t) + iL(t)] (3.33)

iL(0) = 0 (3.34)

となる．この式全部をラプラス変換すると

Vout(s) = L · s · IL(s) =
1

C

IC
s

= Vin(s)−R · [IC(s) + IL(s)] (3.35)

が得られる．電流の項を消去すると，

Vout(s) = Vin(s)
s/RC

(1/LC) + s2 + (s/RC)
(3.36)

となる．前述の周波数特性は

Ṽout = Ṽin
iω/RC

(1/LC)− ω2 + (iω/RC)
(3.37)

であるので，ラプラス空間でのフィルタ関数も，周波数特性の iωを s に変えたものと一致する．
結局，複素回路論の周波数特性の iωを sに変えることで，ラプラス空間におけるフィルター関数を求めることができ

る．複素回路論のインピーダンスの考えをそのまま持ち込めば良い．

46 第 3章 過渡特性の詳しい計算 (1週)

ステップ関数に対する応答

階段関数 v0 · step(t) =

⎧
⎨

⎩
0 t < 0

v0 t > 0
(3.38)

Vin(s) = v0/s (3.39)

Vout(s) =
v0
s

s/RC

(1/LC) + s2 + (s/RC)
(3.40)

=
v0

RCb

b

(s+ a)2 + b2
, a =

1

2RC
, b =

√
1

LC
− 1

4R2C2
(3.41)

これを逆ラプラス変換すると

vout(t) =
v0

RCb
· exp(−at) · sin(bt) (3.42)

となる．これは，減衰振動である．

3.2.3 ラプラス変換による回路の応答の解き方のまとめ
1) 複素インピーダンスを使って，フィルタ関数を作る．入出力は Ṽin，Ṽout と書いておく．
2) フィルタ関数を iωを sに書き換え，入出力の Ṽin，Ṽoutを，Vin(s)，Vout(s)に書き換える．その結果，sを使っ
たラプラス空間でのフィルタ関数が得られる．

3) 与えられている vin(t)をラプラス変換し，Vin(s)を求め，2)で得られている式に代入する．
4) この時点で，Vout(s) = (sを使った式)になっているはず．後は逆ラプラス変換して，vout(t)を求めれば良い．
そこで，ラプラス変換のテーブルを見ながら，3)で得られている式を逆ラプラス変換しやすい式に変形する．

5) Vout(s) = (sを使った逆ラプラス変換をしやすい式) についてラプラス逆変換を行ない，最終的に vout(t)を求
める．

3.2.4 ポールゼロ消去
図 3.1の左の図は，ポールゼロキャンセルと呼ばれる回路であり，放射線計測などで，指数関数型減衰信号の時定数

を変えるときに用いられる．図 3.1の右に示す時定数 R1C を持つ指数関数型減衰信号を入力した場合の出力波形を計算
してみる．

C と R1 の合成インピーダンスは
1

1
R + iωC

=
R1

1 + iωCR1
(3.43)

である．よって R2 との抵抗分割比から

Ṽout = Ṽin
R2

R1
1+iωCR1

+R2
= Ṽin

R2 + iωCR1R2

R1 +R2 + iωCR1R2
= ṼinF (iω) (3.44)

が得られる．iωを sに書き換えてラプラス空間のフィルター関数 F (s)を求めると，

Vout(s) = Vin(s)F (s) (3.45)

F (s) =
R2 + sCR1R2

R1 +R2 + sCR1R2
=

s+ 1
CR1

s+ 1
CR1

+ 1
CR2

=
s+ 1

CR1

s+ 1
C

(
1
R1

+ 1
R2

) =
s+ a

s+ b
(3.46)

a ≡ 1

CR1
, b ≡ 1

C

(
1

R1
+

1

R2

)
(3.47)

46 第 3章 過渡特性の詳しい計算 (1週)

ステップ関数に対する応答

階段関数 v0 · step(t) =

⎧
⎨

⎩
0 t < 0

v0 t > 0
(3.38)

Vin(s) = v0/s (3.39)

Vout(s) =
v0
s

s/RC

(1/LC) + s2 + (s/RC)
(3.40)

=
v0

RCb

b

(s+ a)2 + b2
, a =

1

2RC
, b =

√
1

LC
− 1

4R2C2
(3.41)

これを逆ラプラス変換すると

vout(t) =
v0

RCb
· exp(−at) · sin(bt) (3.42)

となる．これは，減衰振動である．

3.2.3 ラプラス変換による回路の応答の解き方のまとめ
1) 複素インピーダンスを使って，フィルタ関数を作る．入出力は Ṽin，Ṽout と書いておく．
2) フィルタ関数を iωを sに書き換え，入出力の Ṽin，Ṽoutを，Vin(s)，Vout(s)に書き換える．その結果，sを使っ
たラプラス空間でのフィルタ関数が得られる．

3) 与えられている vin(t)をラプラス変換し，Vin(s)を求め，2)で得られている式に代入する．
4) この時点で，Vout(s) = (sを使った式)になっているはず．後は逆ラプラス変換して，vout(t)を求めれば良い．
そこで，ラプラス変換のテーブルを見ながら，3)で得られている式を逆ラプラス変換しやすい式に変形する．

5) Vout(s) = (sを使った逆ラプラス変換をしやすい式) についてラプラス逆変換を行ない，最終的に vout(t)を求
める．

3.2.4 ポールゼロ消去
図 3.1の左の図は，ポールゼロキャンセルと呼ばれる回路であり，放射線計測などで，指数関数型減衰信号の時定数

を変えるときに用いられる．図 3.1の右に示す時定数 R1C を持つ指数関数型減衰信号を入力した場合の出力波形を計算
してみる．

C と R1 の合成インピーダンスは
1

1
R + iωC

=
R1

1 + iωCR1
(3.43)

である．よって R2 との抵抗分割比から

Ṽout = Ṽin
R2

R1
1+iωCR1

+R2
= Ṽin

R2 + iωCR1R2

R1 +R2 + iωCR1R2
= ṼinF (iω) (3.44)

が得られる．iωを sに書き換えてラプラス空間のフィルター関数 F (s)を求めると，

Vout(s) = Vin(s)F (s) (3.45)

F (s) =
R2 + sCR1R2

R1 +R2 + sCR1R2
=

s+ 1
CR1

s+ 1
CR1

+ 1
CR2

=
s+ 1

CR1

s+ 1
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(
1
R1

+ 1
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) =
s+ a
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a ≡ 1
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, b ≡ 1
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+
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3.2. ラプラス変換を用いた回路方程式の解法 45

ステップ関数に対する応答

この回路に階段関数を入力した場合のRC積分回路の出力波形を解く．階段関数を仮定すると，vin(t)のラプラス変換
Vin(s)を決めることができる．よって，

階段関数 vin = v0 · step(t) =

⎧
⎨

⎩
0 t < 0

v0 t > 0
(3.27)

Vin(s) = v0/s (3.28)

となる．ここで，

Vout(s) = Vin(s)
1

1 + sRC
(3.29)

なので

Vout(s) =
v0
s

1

1 + sRC
(3.30)

= v0

(
1

s
− 1

s+ (1/RC)

)
(3.31)

となる．これを逆ラプラス変換すると

vout(t) = v0 · (step(t)− exp(−t/RC)) (3.32)

となる．よって，exponential的に階段関数に近付くことを示している．初期の傾きは v0/RC であること，最終的に v0

に近付くことなど，直観的にも良く理解できる．
(2008/5/16はここまで)

3.2.2 LC共振回路にステップ関数波形を入力
ラプラス空間のフィルター関数

もう一つやってみる．ラプラス変換を用いて図 2.9の LC共振回路を考えよう．ただし t = 0では，コンデンサーには
電荷が蓄えられておらず，コイルにも電流が流れていないとする．すると，

vout(t) = L
diL(t)

dt
=

1

C

∫ t

0
iC · dt = vin(t)−R · [iC(t) + iL(t)] (3.33)

iL(0) = 0 (3.34)

となる．この式全部をラプラス変換すると

Vout(s) = L · s · IL(s) =
1

C

IC
s

= Vin(s)−R · [IC(s) + IL(s)] (3.35)

が得られる．電流の項を消去すると，

Vout(s) = Vin(s)
s/RC

(1/LC) + s2 + (s/RC)
(3.36)

となる．前述の周波数特性は

Ṽout = Ṽin
iω/RC

(1/LC)− ω2 + (iω/RC)
(3.37)

であるので，ラプラス空間でのフィルタ関数も，周波数特性の iωを s に変えたものと一致する．
結局，複素回路論の周波数特性の iωを sに変えることで，ラプラス空間におけるフィルター関数を求めることができ

る．複素回路論のインピーダンスの考えをそのまま持ち込めば良い．

3.2. ラプラス変換を用いた回路方程式の解法 45

ステップ関数に対する応答

この回路に階段関数を入力した場合のRC積分回路の出力波形を解く．階段関数を仮定すると，vin(t)のラプラス変換
Vin(s)を決めることができる．よって，

階段関数 vin = v0 · step(t) =

⎧
⎨

⎩
0 t < 0

v0 t > 0
(3.27)

Vin(s) = v0/s (3.28)

となる．ここで，

Vout(s) = Vin(s)
1

1 + sRC
(3.29)

なので

Vout(s) =
v0
s

1

1 + sRC
(3.30)

= v0

(
1

s
− 1

s+ (1/RC)

)
(3.31)

となる．これを逆ラプラス変換すると

vout(t) = v0 · (step(t)− exp(−t/RC)) (3.32)

となる．よって，exponential的に階段関数に近付くことを示している．初期の傾きは v0/RC であること，最終的に v0

に近付くことなど，直観的にも良く理解できる．
(2008/5/16はここまで)

3.2.2 LC共振回路にステップ関数波形を入力
ラプラス空間のフィルター関数

もう一つやってみる．ラプラス変換を用いて図 2.9の LC共振回路を考えよう．ただし t = 0では，コンデンサーには
電荷が蓄えられておらず，コイルにも電流が流れていないとする．すると，

vout(t) = L
diL(t)

dt
=

1

C

∫ t

0
iC · dt = vin(t)−R · [iC(t) + iL(t)] (3.33)

iL(0) = 0 (3.34)

となる．この式全部をラプラス変換すると

Vout(s) = L · s · IL(s) =
1

C

IC
s

= Vin(s)−R · [IC(s) + IL(s)] (3.35)

が得られる．電流の項を消去すると，

Vout(s) = Vin(s)
s/RC

(1/LC) + s2 + (s/RC)
(3.36)

となる．前述の周波数特性は

Ṽout = Ṽin
iω/RC

(1/LC)− ω2 + (iω/RC)
(3.37)

であるので，ラプラス空間でのフィルタ関数も，周波数特性の iωを s に変えたものと一致する．
結局，複素回路論の周波数特性の iωを sに変えることで，ラプラス空間におけるフィルター関数を求めることができ

る．複素回路論のインピーダンスの考えをそのまま持ち込めば良い．

3.2. ラプラス変換を用いた回路方程式の解法 45

ステップ関数に対する応答

この回路に階段関数を入力した場合のRC積分回路の出力波形を解く．階段関数を仮定すると，vin(t)のラプラス変換
Vin(s)を決めることができる．よって，

階段関数 vin = v0 · step(t) =

⎧
⎨

⎩
0 t < 0

v0 t > 0
(3.27)

Vin(s) = v0/s (3.28)

となる．ここで，

Vout(s) = Vin(s)
1

1 + sRC
(3.29)

なので

Vout(s) =
v0
s

1

1 + sRC
(3.30)

= v0

(
1

s
− 1

s+ (1/RC)

)
(3.31)

となる．これを逆ラプラス変換すると

vout(t) = v0 · (step(t)− exp(−t/RC)) (3.32)

となる．よって，exponential的に階段関数に近付くことを示している．初期の傾きは v0/RC であること，最終的に v0

に近付くことなど，直観的にも良く理解できる．
(2008/5/16はここまで)

3.2.2 LC共振回路にステップ関数波形を入力
ラプラス空間のフィルター関数

もう一つやってみる．ラプラス変換を用いて図 2.9の LC共振回路を考えよう．ただし t = 0では，コンデンサーには
電荷が蓄えられておらず，コイルにも電流が流れていないとする．すると，

vout(t) = L
diL(t)

dt
=

1

C

∫ t

0
iC · dt = vin(t)−R · [iC(t) + iL(t)] (3.33)

iL(0) = 0 (3.34)

となる．この式全部をラプラス変換すると

Vout(s) = L · s · IL(s) =
1

C

IC
s

= Vin(s)−R · [IC(s) + IL(s)] (3.35)

が得られる．電流の項を消去すると，

Vout(s) = Vin(s)
s/RC

(1/LC) + s2 + (s/RC)
(3.36)

となる．前述の周波数特性は

Ṽout = Ṽin
iω/RC

(1/LC)− ω2 + (iω/RC)
(3.37)

であるので，ラプラス空間でのフィルタ関数も，周波数特性の iωを s に変えたものと一致する．
結局，複素回路論の周波数特性の iωを sに変えることで，ラプラス空間におけるフィルター関数を求めることができ

る．複素回路論のインピーダンスの考えをそのまま持ち込めば良い．

3.2. ラプラス変換を用いた回路方程式の解法 45

ステップ関数に対する応答

この回路に階段関数を入力した場合のRC積分回路の出力波形を解く．階段関数を仮定すると，vin(t)のラプラス変換
Vin(s)を決めることができる．よって，
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となる．これを逆ラプラス変換すると

vout(t) = v0 · (step(t)− exp(−t/RC)) (3.32)

となる．よって，exponential的に階段関数に近付くことを示している．初期の傾きは v0/RC であること，最終的に v0

に近付くことなど，直観的にも良く理解できる．
(2008/5/16はここまで)
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もう一つやってみる．ラプラス変換を用いて図 2.9の LC共振回路を考えよう．ただし t = 0では，コンデンサーには
電荷が蓄えられておらず，コイルにも電流が流れていないとする．すると，
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Ṽout = Ṽin
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(1/LC)− ω2 + (iω/RC)
(3.37)

であるので，ラプラス空間でのフィルタ関数も，周波数特性の iωを s に変えたものと一致する．
結局，複素回路論の周波数特性の iωを sに変えることで，ラプラス空間におけるフィルター関数を求めることができ

る．複素回路論のインピーダンスの考えをそのまま持ち込めば良い．

3.2. ラプラス変換を用いた回路方程式の解法 45

ステップ関数に対する応答

この回路に階段関数を入力した場合のRC積分回路の出力波形を解く．階段関数を仮定すると，vin(t)のラプラス変換
Vin(s)を決めることができる．よって，

階段関数 vin = v0 · step(t) =

⎧
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v0 t > 0
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Vin(s) = v0/s (3.28)

となる．ここで，
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なので
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となる．よって，exponential的に階段関数に近付くことを示している．初期の傾きは v0/RC であること，最終的に v0

に近付くことなど，直観的にも良く理解できる．
(2008/5/16はここまで)
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であるので，ラプラス空間でのフィルタ関数も，周波数特性の iωを s に変えたものと一致する．
結局，複素回路論の周波数特性の iωを sに変えることで，ラプラス空間におけるフィルター関数を求めることができ

る．複素回路論のインピーダンスの考えをそのまま持ち込めば良い．

3.2. ラプラス変換を用いた回路方程式の解法 45

ステップ関数に対する応答

この回路に階段関数を入力した場合のRC積分回路の出力波形を解く．階段関数を仮定すると，vin(t)のラプラス変換
Vin(s)を決めることができる．よって，

階段関数 vin = v0 · step(t) =
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v0 t > 0
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となる．ここで，
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となる．これを逆ラプラス変換すると

vout(t) = v0 · (step(t)− exp(−t/RC)) (3.32)

となる．よって，exponential的に階段関数に近付くことを示している．初期の傾きは v0/RC であること，最終的に v0

に近付くことなど，直観的にも良く理解できる．
(2008/5/16はここまで)
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もう一つやってみる．ラプラス変換を用いて図 2.9の LC共振回路を考えよう．ただし t = 0では，コンデンサーには
電荷が蓄えられておらず，コイルにも電流が流れていないとする．すると，
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となる．この式全部をラプラス変換すると
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Ṽout = Ṽin
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(1/LC)− ω2 + (iω/RC)
(3.37)

であるので，ラプラス空間でのフィルタ関数も，周波数特性の iωを s に変えたものと一致する．
結局，複素回路論の周波数特性の iωを sに変えることで，ラプラス空間におけるフィルター関数を求めることができ

る．複素回路論のインピーダンスの考えをそのまま持ち込めば良い．

3.2. ラプラス変換を用いた回路方程式の解法 45

ステップ関数に対する応答

この回路に階段関数を入力した場合のRC積分回路の出力波形を解く．階段関数を仮定すると，vin(t)のラプラス変換
Vin(s)を決めることができる．よって，

階段関数 vin = v0 · step(t) =
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0 t < 0

v0 t > 0
(3.27)

Vin(s) = v0/s (3.28)

となる．ここで，
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なので
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となる．これを逆ラプラス変換すると

vout(t) = v0 · (step(t)− exp(−t/RC)) (3.32)

となる．よって，exponential的に階段関数に近付くことを示している．初期の傾きは v0/RC であること，最終的に v0

に近付くことなど，直観的にも良く理解できる．
(2008/5/16はここまで)

3.2.2 LC共振回路にステップ関数波形を入力
ラプラス空間のフィルター関数

もう一つやってみる．ラプラス変換を用いて図 2.9の LC共振回路を考えよう．ただし t = 0では，コンデンサーには
電荷が蓄えられておらず，コイルにも電流が流れていないとする．すると，
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となる．前述の周波数特性は

Ṽout = Ṽin
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(1/LC)− ω2 + (iω/RC)
(3.37)

であるので，ラプラス空間でのフィルタ関数も，周波数特性の iωを s に変えたものと一致する．
結局，複素回路論の周波数特性の iωを sに変えることで，ラプラス空間におけるフィルター関数を求めることができ

る．複素回路論のインピーダンスの考えをそのまま持ち込めば良い．

3.2. ラプラス変換を用いた回路方程式の解法 45

ステップ関数に対する応答

この回路に階段関数を入力した場合のRC積分回路の出力波形を解く．階段関数を仮定すると，vin(t)のラプラス変換
Vin(s)を決めることができる．よって，

階段関数 vin = v0 · step(t) =
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v0 t > 0
(3.27)

Vin(s) = v0/s (3.28)

となる．ここで，

Vout(s) = Vin(s)
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なので

Vout(s) =
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となる．これを逆ラプラス変換すると

vout(t) = v0 · (step(t)− exp(−t/RC)) (3.32)

となる．よって，exponential的に階段関数に近付くことを示している．初期の傾きは v0/RC であること，最終的に v0

に近付くことなど，直観的にも良く理解できる．
(2008/5/16はここまで)

3.2.2 LC共振回路にステップ関数波形を入力
ラプラス空間のフィルター関数

もう一つやってみる．ラプラス変換を用いて図 2.9の LC共振回路を考えよう．ただし t = 0では，コンデンサーには
電荷が蓄えられておらず，コイルにも電流が流れていないとする．すると，
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1
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∫ t

0
iC · dt = vin(t)−R · [iC(t) + iL(t)] (3.33)
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となる．この式全部をラプラス変換すると
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(1/LC)− ω2 + (iω/RC)
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であるので，ラプラス空間でのフィルタ関数も，周波数特性の iωを s に変えたものと一致する．
結局，複素回路論の周波数特性の iωを sに変えることで，ラプラス空間におけるフィルター関数を求めることができ

る．複素回路論のインピーダンスの考えをそのまま持ち込めば良い．

3.2. ラプラス変換を用いた回路方程式の解法 45

ステップ関数に対する応答

この回路に階段関数を入力した場合のRC積分回路の出力波形を解く．階段関数を仮定すると，vin(t)のラプラス変換
Vin(s)を決めることができる．よって，

階段関数 vin = v0 · step(t) =
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v0 t > 0
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Vin(s) = v0/s (3.28)

となる．ここで，
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なので
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(3.30)
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)
(3.31)

となる．これを逆ラプラス変換すると

vout(t) = v0 · (step(t)− exp(−t/RC)) (3.32)

となる．よって，exponential的に階段関数に近付くことを示している．初期の傾きは v0/RC であること，最終的に v0

に近付くことなど，直観的にも良く理解できる．
(2008/5/16はここまで)

3.2.2 LC共振回路にステップ関数波形を入力
ラプラス空間のフィルター関数

もう一つやってみる．ラプラス変換を用いて図 2.9の LC共振回路を考えよう．ただし t = 0では，コンデンサーには
電荷が蓄えられておらず，コイルにも電流が流れていないとする．すると，

vout(t) = L
diL(t)

dt
=

1

C

∫ t

0
iC · dt = vin(t)−R · [iC(t) + iL(t)] (3.33)

iL(0) = 0 (3.34)

となる．この式全部をラプラス変換すると

Vout(s) = L · s · IL(s) =
1
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= Vin(s)−R · [IC(s) + IL(s)] (3.35)

が得られる．電流の項を消去すると，

Vout(s) = Vin(s)
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(1/LC) + s2 + (s/RC)
(3.36)

となる．前述の周波数特性は

Ṽout = Ṽin
iω/RC

(1/LC)− ω2 + (iω/RC)
(3.37)

であるので，ラプラス空間でのフィルタ関数も，周波数特性の iωを s に変えたものと一致する．
結局，複素回路論の周波数特性の iωを sに変えることで，ラプラス空間におけるフィルター関数を求めることができ

る．複素回路論のインピーダンスの考えをそのまま持ち込めば良い．

46 第 3章 過渡特性の詳しい計算 (1週)

ステップ関数に対する応答

階段関数 v0 · step(t) =

⎧
⎨

⎩
0 t < 0

v0 t > 0
(3.38)

Vin(s) = v0/s (3.39)

Vout(s) =
v0
s

s/RC

(1/LC) + s2 + (s/RC)
(3.40)

=
v0

RCb

b

(s+ a)2 + b2
, a =

1

2RC
, b =

√
1

LC
− 1

4R2C2
(3.41)

これを逆ラプラス変換すると

vout(t) =
v0

RCb
· exp(−at) · sin(bt) (3.42)

となる．これは，減衰振動である．

3.2.3 ラプラス変換による回路の応答の解き方のまとめ
1) 複素インピーダンスを使って，フィルタ関数を作る．入出力は Ṽin，Ṽout と書いておく．
2) フィルタ関数を iωを sに書き換え，入出力の Ṽin，Ṽoutを，Vin(s)，Vout(s)に書き換える．その結果，sを使っ
たラプラス空間でのフィルタ関数が得られる．

3) 与えられている vin(t)をラプラス変換し，Vin(s)を求め，2)で得られている式に代入する．
4) この時点で，Vout(s) = (sを使った式)になっているはず．後は逆ラプラス変換して，vout(t)を求めれば良い．
そこで，ラプラス変換のテーブルを見ながら，3)で得られている式を逆ラプラス変換しやすい式に変形する．

5) Vout(s) = (sを使った逆ラプラス変換をしやすい式) についてラプラス逆変換を行ない，最終的に vout(t)を求
める．

3.2.4 ポールゼロ消去
図 3.1の左の図は，ポールゼロキャンセルと呼ばれる回路であり，放射線計測などで，指数関数型減衰信号の時定数

を変えるときに用いられる．図 3.1の右に示す時定数 R1C を持つ指数関数型減衰信号を入力した場合の出力波形を計算
してみる．

C と R1 の合成インピーダンスは
1

1
R + iωC

=
R1

1 + iωCR1
(3.43)

である．よって R2 との抵抗分割比から

Ṽout = Ṽin
R2

R1
1+iωCR1

+R2
= Ṽin

R2 + iωCR1R2

R1 +R2 + iωCR1R2
= ṼinF (iω) (3.44)

が得られる．iωを sに書き換えてラプラス空間のフィルター関数 F (s)を求めると，

Vout(s) = Vin(s)F (s) (3.45)

F (s) =
R2 + sCR1R2

R1 +R2 + sCR1R2
=

s+ 1
CR1

s+ 1
CR1

+ 1
CR2

=
s+ 1

CR1

s+ 1
C

(
1
R1

+ 1
R2

) =
s+ a

s+ b
(3.46)

a ≡ 1

CR1
, b ≡ 1

C

(
1

R1
+

1

R2

)
(3.47)

48 第 3章 過渡特性の詳しい計算 (1週)

LC(R)共振回路

図 2.9の共振回路にステップ波形を入れてみる．R = 10kΩ，C = (104) = 0.1µF = 10−7F，L = (473) = 47×103µH =

0.047Hの場合，

vout(t) =
v0

RCb
· exp(−at) · sin(bt) (3.54)

a =
1

2RC
=

1

2× 104 × 10−7
= 500 =⇒ τ ≡ 1/a = 2msec (3.55)

b =

√
1

LC
− 1

4R2C2
=

√
1

0.047× 10−7
− 1

4× 108 × 10−14
= 14578 (3.56)

ω ≡ b, f =
ω

2π
= 2.3125kHz =⇒ T = 431µsec (3.57)

となる．LTspiceによるシミュレーション結果を図 3.2に示す．exp関数的に減衰しつつ振動する様子がわかる．exp関
数の減衰時間は RC積分回路の時定数の 2倍であり，振動の周期は純粋な LC共振回路の共振周波数からわずかにずれ
るところが興味深い．その理由をぜひ考えて欲しい実際のコイルには内部抵抗があるので，それを含めてシミュレーショ
ンを行った結果を図 3.3に示す．
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図 3.2: LC(R)共振回路にステップ関数を入力する．コイルには内部抵抗はない理想的な場合．
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となる．vin(t)および vout(t)のラプラス空間での式を Vin(s)および Vout(s)とすると，

vin(t) = v0 exp

(
− t

RC1

)
= v0 exp (−at) (3.48)

Vin(s) = v0
1

s+ a
(3.49)

となる．よって，

Vout(s) = F (s)Vin(s) =
s+ a

s+ b
· v0

1

s+ a
= v0

1

s+ b
(3.50)

となる．これを逆ラプラス変換すると

vout(t) = v0 exp (−bt) (3.51)

となる．

vin

vout

C

R1 R2

0 t

vin=v0exp(-t/R1C)

図 3.1: ポールゼロキャンセル回路

実戦的なことをことを述べる．

vin(t) = v0 exp (−at) = v0 exp (−t/τin) , τin = CR1 (3.52)

vout(t) = v0 exp (−bt) = v0 exp (−t/τout) , τout =
C

1/R1 + 1/R2
(3.53)

となっている．τin は入力元の都合で決まっていて，これを出力先の都合で決まる τout にするために，C，R1，R2 を決
めることになる．理想的には式が 2つで未知数が 3つで自由度が 1つあるが，現実的にはさらに入力元の出力インピー
ダンス，出力先の入力インピーダンス，抵抗やコンデンサーとして入手可能なパラメータから C，R1，R2を決めること
になる．
(FY2016 5回目 / 2016.05.13はここまで)

3.3 試してみよう
積分回路

階段関数，パルス波形を積分回路に入れて波形の変化を見る．
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ステップ関数に対する応答

階段関数 v0 · step(t) =

⎧
⎨

⎩
0 t < 0

v0 t > 0
(3.38)

Vin(s) = v0/s (3.39)

Vout(s) =
v0
s

s/RC

(1/LC) + s2 + (s/RC)
(3.40)

=
v0

RCb

b

(s+ a)2 + b2
, a =

1

2RC
, b =

√
1

LC
− 1

4R2C2
(3.41)

これを逆ラプラス変換すると

vout(t) =
v0

RCb
· exp(−at) · sin(bt) (3.42)

となる．これは，減衰振動である．

3.2.3 ラプラス変換による回路の応答の解き方のまとめ
1) 複素インピーダンスを使って，フィルタ関数を作る．入出力は Ṽin，Ṽout と書いておく．
2) フィルタ関数を iωを sに書き換え，入出力の Ṽin，Ṽoutを，Vin(s)，Vout(s)に書き換える．その結果，sを使っ
たラプラス空間でのフィルタ関数が得られる．

3) 与えられている vin(t)をラプラス変換し，Vin(s)を求め，2)で得られている式に代入する．
4) この時点で，Vout(s) = (sを使った式)になっているはず．後は逆ラプラス変換して，vout(t)を求めれば良い．
そこで，ラプラス変換のテーブルを見ながら，3)で得られている式を逆ラプラス変換しやすい式に変形する．

5) Vout(s) = (sを使った逆ラプラス変換をしやすい式) についてラプラス逆変換を行ない，最終的に vout(t)を求
める．

3.2.4 ポールゼロ消去
図 3.1の左の図は，ポールゼロキャンセルと呼ばれる回路であり，放射線計測などで，指数関数型減衰信号の時定数

を変えるときに用いられる．図 3.1の右に示す時定数 R1C を持つ指数関数型減衰信号を入力した場合の出力波形を計算
してみる．

C と R1 の合成インピーダンスは
1

1
R + iωC

=
R1

1 + iωCR1
(3.43)

である．よって R2 との抵抗分割比から

Ṽout = Ṽin
R2

R1
1+iωCR1

+R2
= Ṽin

R2 + iωCR1R2

R1 +R2 + iωCR1R2
= ṼinF (iω) (3.44)

が得られる．iωを sに書き換えてラプラス空間のフィルター関数 F (s)を求めると，

Vout(s) = Vin(s)F (s) (3.45)

F (s) =
R2 + sCR1R2

R1 +R2 + sCR1R2
=

s+ 1
CR1

s+ 1
CR1

+ 1
CR2

=
s+ 1

CR1

s+ 1
C

(
1
R1

+ 1
R2

) =
s+ a

s+ b
(3.46)

a ≡ 1

CR1
, b ≡ 1

C

(
1

R1
+

1

R2

)
(3.47)
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C
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となっている．τin は入力元の都合で決まっていて，これを出力先の都合で決まる τout にするために，C，R1，R2 を決
めることになる．理想的には式が 2つで未知数が 3つで自由度が 1つあるが，現実的にはさらに入力元の出力インピー
ダンス，出力先の入力インピーダンス，抵抗やコンデンサーとして入手可能なパラメータから C，R1，R2を決めること
になる．
(FY2016 5回目 / 2016.05.13はここまで)
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積分回路

階段関数，パルス波形を積分回路に入れて波形の変化を見る．
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46 第 3章 過渡特性の詳しい計算 (1週)

ステップ関数に対する応答

階段関数 v0 · step(t) =

⎧
⎨

⎩
0 t < 0

v0 t > 0
(3.38)

Vin(s) = v0/s (3.39)

Vout(s) =
v0
s

s/RC

(1/LC) + s2 + (s/RC)
(3.40)

=
v0

RCb

b

(s+ a)2 + b2
, a =

1

2RC
, b =

√
1

LC
− 1

4R2C2
(3.41)

これを逆ラプラス変換すると

vout(t) =
v0

RCb
· exp(−at) · sin(bt) (3.42)

となる．これは，減衰振動である．

3.2.3 ラプラス変換による回路の応答の解き方のまとめ
1) 複素インピーダンスを使って，フィルタ関数を作る．入出力は Ṽin，Ṽout と書いておく．
2) フィルタ関数を iωを sに書き換え，入出力の Ṽin，Ṽoutを，Vin(s)，Vout(s)に書き換える．その結果，sを使っ
たラプラス空間でのフィルタ関数が得られる．

3) 与えられている vin(t)をラプラス変換し，Vin(s)を求め，2)で得られている式に代入する．
4) この時点で，Vout(s) = (sを使った式)になっているはず．後は逆ラプラス変換して，vout(t)を求めれば良い．
そこで，ラプラス変換のテーブルを見ながら，3)で得られている式を逆ラプラス変換しやすい式に変形する．

5) Vout(s) = (sを使った逆ラプラス変換をしやすい式) についてラプラス逆変換を行ない，最終的に vout(t)を求
める．

3.2.4 ポールゼロ消去
図 3.1の左の図は，ポールゼロキャンセルと呼ばれる回路であり，放射線計測などで，指数関数型減衰信号の時定数

を変えるときに用いられる．図 3.1の右に示す時定数 R1C を持つ指数関数型減衰信号を入力した場合の出力波形を計算
してみる．

C と R1 の合成インピーダンスは
1

1
R + iωC

=
R1

1 + iωCR1
(3.43)

である．よって R2 との抵抗分割比から

Ṽout = Ṽin
R2

R1
1+iωCR1

+R2
= Ṽin

R2 + iωCR1R2

R1 +R2 + iωCR1R2
= ṼinF (iω) (3.44)

が得られる．iωを sに書き換えてラプラス空間のフィルター関数 F (s)を求めると，

Vout(s) = Vin(s)F (s) (3.45)

F (s) =
R2 + sCR1R2

R1 +R2 + sCR1R2
=

s+ 1
CR1

s+ 1
CR1

+ 1
CR2

=
s+ 1

CR1

s+ 1
C

(
1
R1

+ 1
R2

) =
s+ a

s+ b
(3.46)

a ≡ 1

CR1
, b ≡ 1

C

(
1

R1
+

1

R2

)
(3.47)
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となっている．τin は入力元の都合で決まっていて，これを出力先の都合で決まる τout にするために，C，R1，R2 を決
めることになる．理想的には式が 2つで未知数が 3つで自由度が 1つあるが，現実的にはさらに入力元の出力インピー
ダンス，出力先の入力インピーダンス，抵抗やコンデンサーとして入手可能なパラメータから C，R1，R2を決めること
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階段関数，パルス波形を積分回路に入れて波形の変化を見る．
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48 第 3章 過渡特性の詳しい計算 (1週)

LC(R)共振回路

図 2.9の共振回路にステップ波形を入れてみる．R = 10kΩ，C = (104) = 0.1µF = 10−7F，L = (473) = 47×103µH =

0.047Hの場合，

vout(t) =
v0

RCb
· exp(−at) · sin(bt) (3.54)

a =
1

2RC
=

1

2× 104 × 10−7
= 500 =⇒ τ ≡ 1/a = 2msec (3.55)

b =

√
1

LC
− 1

4R2C2
=

√
1

0.047× 10−7
− 1

4× 108 × 10−14
= 14578 (3.56)

ω ≡ b, f =
ω

2π
= 2.3125kHz =⇒ T = 431µsec (3.57)

となる．LTspiceによるシミュレーション結果を図 3.2に示す．exp関数的に減衰しつつ振動する様子がわかる．exp関
数の減衰時間は RC積分回路の時定数の 2倍であり，振動の周期は純粋な LC共振回路の共振周波数からわずかにずれ
るところが興味深い．その理由をぜひ考えて欲しい実際のコイルには内部抵抗があるので，それを含めてシミュレーショ
ンを行った結果を図 3.3に示す．

C1
0.1µ

R1
10k

PULSE(0 1 1msec 1e-10 1e-10 1 10 100)
AC 1
V1

L1
47m

input

output

.ac dec 100 0.1 100Meg

.tran 10m

.ac dec 100 100 100k

0ms 1ms 2ms 3ms 4ms 5ms 6ms 7ms 8ms 9ms 10ms
Vm001-

Vm06-

Vm02-

Vm02

Vm06

Vm001
V5.0-

V0.0

V5.0

V0.1

V5.1

V(output)

V(input)

図 3.2: LC(R)共振回路にステップ関数を入力する．コイルには内部抵抗はない理想的な場合．
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48 第 3章 過渡特性の詳しい計算 (1週)

LC(R)共振回路

図 2.9の共振回路にステップ波形を入れてみる．R = 10kΩ，C = (104) = 0.1µF = 10−7F，L = (473) = 47×103µH =

0.047Hの場合，

vout(t) =
v0

RCb
· exp(−at) · sin(bt) (3.54)

a =
1

2RC
=

1

2× 104 × 10−7
= 500 =⇒ τ ≡ 1/a = 2msec (3.55)

b =

√
1

LC
− 1

4R2C2
=

√
1

0.047× 10−7
− 1

4× 108 × 10−14
= 14578 (3.56)

ω ≡ b, f =
ω

2π
= 2.3125kHz =⇒ T = 431µsec (3.57)

となる．LTspiceによるシミュレーション結果を図 3.2に示す．exp関数的に減衰しつつ振動する様子がわかる．exp関
数の減衰時間は RC積分回路の時定数の 2倍であり，振動の周期は純粋な LC共振回路の共振周波数からわずかにずれ
るところが興味深い．その理由をぜひ考えて欲しい実際のコイルには内部抵抗があるので，それを含めてシミュレーショ
ンを行った結果を図 3.3に示す．
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http://www.analog.com/jp/design-center/design-tools-and-calculators/ltspice-simulator.html

SPICE (Simulation Program with Integrated Circuit Emphasis, スパイス)は電子回路のアナログ動作をシミュレーションするソフト． 
カルフォルニア大バークレー校で開発され，これをベースに改良や機能をつけた様々なソフトウェアがリリースされている． 
学習用には，まずはLTspiceがおすすめ．フリー，回路規模制限なし．Windowsのみならず，Mac用もリリースされている．本やネットで情
報も得やすい．


