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第6章 縮退したフェルミ気体とコンパクト星

コンパクト星とは，白色矮星，中性子星，ブラックホールの総称である．これらは，通常の構成に比べて密度がきわ
めて高く，量子論的効果や，一般相対論的効果が観測できる点で注目すべき天体である．
その話をする前に，非縮退/縮退，非相対論的/相対論的な気体の状態方程式をまとめる．

6.1 縮退したフェルミ気体
6.1.1 縮退圧のイメージ
電子はフェルミ粒子であり、複数の粒子が同じ状態をとることができない。この結果、温度を絶対 0度まで冷やして

も、同じ場所に静止することができず、大半は有限の運動量、すなわち有限の圧力を持つ。これを縮退圧と呼ぶ。イメー
ジをつかむために図 6.1に１次元フェルミ気体の場合の２次元位相空間を示す．

図 6.1: １次元フェルミ気体の２次元位相空間 (Bradt 2008, Fig.3.5)
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6.1.2 分布関数
フェルミ分布関数 (フェルミ統計に従うフェルミ粒子の分布関数)は

f(ϵ) =
1

exp ϵ−µ
kBT + 1

(6.1)

と書ける。ここで、ϵは粒子のエネルギー、µは化学ポテンシャルである。様々な温度の時のフェルミ分布関数を図 6.2

に示す。絶対 0度では、µはフェルミ準位 ϵF と等しく、その時の f(ϵ)は

f(ϵ) = 1 (ϵ < ϵF)(6.2)

f(ϵ) = 0 (ϵ > ϵF)(6.3)

となる。

図 6.2: フェルミ分布関数
ちなみに、ボーズ分布関数 (ボーズ=アインシュタイン統計に従う粒子の分布関数)

f(ϵ) =
1

exp ϵ−µ
kBT − 1

(6.4)

となる。光子は µ = 0である。
exp ϵ−µ

kBT ≫ 1であり、状態あたりの粒子数が非常に小さい場合は、フェルミ分布もボーズ分布も区別が無くなり、マッ
クスウェル分布

f(ϵ) = exp

(
−ϵ− µ

kBT

)
(6.5)

f(vx, vy, yz) =

(
m

2πkBT

)3/2

exp

(
−
m
(
v2x + v2y + y2z

)

2kBT

)
(6.6)

になる。

6.1.3 完全縮退フェルミ気体の状態方程式
簡単のため，完全縮退，すなわち温度 0Kのフェルミ気体の状態方程式を求める．理想気体では，圧力は温度と密度

の関数になるが，今は温度が 0Kなので圧力は密度だけの関数になる．
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不確定性原理から微小体積 dxdydx の中で (px, py, pz)と (px + dpx, py + dpy, pz + dpz)の間の運動量を持つスピン自
由度 2で質量mのフェルミ粒子の数 dN は、

dN =
2

h3
dxdydzdpxdpydpz(6.7)

である。2はスピンの自由度である．体積は dxdydzなので，圧力 dpxdpydpz の中に入る密度 dnは

dn(p) =
dN

dxdydz
=

2

h3
dpxdpydpz(6.8)

である．ここで完全縮退しているので，小さな運動量からフェルミ運動量 pFまで全ての状態を占めている．運動量 pか
ら p+ dpの範囲には，dpxdpydpz = 4πp2dpの状態が存在することになる．従って，pF まで積分した粒子の密度は

n =
2

h3

∫ pF

0
4πp2dp =

8π

h3
p3F =

8π

3
λ−3x3,(6.9)

λ =
h

mc
, x =

pF
mc

(6.10)

となる．ここで λはコンプトン波長，xはmcで規格化したフェルミ運動量である．逆に解けば

pF =

(
3

8π

)1/3

hn1/3(6.11)

である．フェルミエネルギー εF は，非相対論的 (N.R.)と相対論的 (R.)の場合でそれぞれ

(N.R.) εF =
p2F
m

=

(
3

8π

)2/3 h

m
n2/3(6.12)

(Rel.) εF = pFc =

(
3

8π

)1/3

h c n1/3(6.13)

となる．
圧力 P と内部エネルギー密度 uは

P =
2

h3

∫ pF

0

1

3
pv · 4πp2dp = Kf(x)(6.14)

u =
2

h3

∫ pF

0
ε · 4πp2dp = Kg(x)(6.15)

K =
1

3π2
λ−3 ·mc2(6.16)

f(x) = x(2x2 − 3)(x2 + 1)1/2 + 3 sinh−1 x(6.17)

g(x) = 8x3
(
(x2 + 1)1/2 − 1

)
− f(x)(6.18)

となる．非相対論と相対論的の極限はそれぞれ x ≪ 1，x ≫ 1と近似できるので，それぞれの場合の圧力と内部エネル
ギー密度は

(N.R.) P =
1

5

(
3

8π

)2/3 h

m
n5/3, P =

2

3
u(6.19)

(Rel.) P =
1

4

(
3

8π

)1/3

h c n4/3, P =
1

3
u(6.20)

となる．圧力と内部エネルギー密度の関係は，g(x)を計算するまでもなく，単一粒子の場合の運動量とエネルギーの関
係である

(N.R.) ε =
pv

2
=

mv2

2
(6.21)

(Rel.) ε = pc(6.22)
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不確定性原理から微小体積 dxdydx の中で (px, py, pz)と (px + dpx, py + dpy, pz + dpz)の間の運動量を持つスピン自
由度 2で質量mのフェルミ粒子の数 dN は、

dN =
2

h3
dxdydzdpxdpydpz(6.7)

である。2はスピンの自由度である．体積は dxdydzなので，圧力 dpxdpydpz の中に入る密度 dnは

dn(p) =
dN

dxdydz
=

2

h3
dpxdpydpz(6.8)

である．ここで完全縮退しているので，小さな運動量からフェルミ運動量 pFまで全ての状態を占めている．運動量 pか
ら p+ dpの範囲には，dpxdpydpz = 4πp2dpの状態が存在することになる．従って，pF まで積分した粒子の密度は

n =
2
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∫ pF

0
4πp2dp =

8π

h3
p3F =

8π

3
λ−3x3,(6.9)

λ =
h

mc
, x =

pF
mc

(6.10)

となる．ここで λはコンプトン波長，xはmcで規格化したフェルミ運動量である．逆に解けば

pF =

(
3

8π

)1/3

hn1/3(6.11)

である．フェルミエネルギー εF は，非相対論的 (N.R.)と相対論的 (R.)の場合でそれぞれ
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)2/3 h

m
n2/3(6.12)

(Rel.) εF = pFc =

(
3

8π

)1/3

h c n1/3(6.13)

となる．
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K =
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f(x) = x(2x2 − 3)(x2 + 1)1/2 + 3 sinh−1 x(6.17)

g(x) = 8x3
(
(x2 + 1)1/2 − 1

)
− f(x)(6.18)

となる．非相対論と相対論的の極限はそれぞれ x ≪ 1，x ≫ 1と近似できるので，それぞれの場合の圧力と内部エネル
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となる．圧力と内部エネルギー密度の関係は，g(x)を計算するまでもなく，単一粒子の場合の運動量とエネルギーの関
係である
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である．フェルミエネルギー εF は，非相対論的 (N.R.)と相対論的 (R.)の場合でそれぞれ

(N.R.) εF =
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(
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)
− f(x)(6.18)

となる．非相対論と相対論的の極限はそれぞれ x ≪ 1，x ≫ 1と近似できるので，それぞれの場合の圧力と内部エネル
ギー密度は
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係である
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dn(p) =
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=

2
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である．ここで完全縮退しているので，小さな運動量からフェルミ運動量 pFまで全ての状態を占めている．運動量 pか
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3
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, x =
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となる．ここで λはコンプトン波長，xはmcで規格化したフェルミ運動量である．逆に解けば
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である．フェルミエネルギー εF は，非相対論的 (N.R.)と相対論的 (R.)の場合でそれぞれ

(N.R.) εF =
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=
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f(x) = x(2x2 − 3)(x2 + 1)1/2 + 3 sinh−1 x(6.17)

g(x) = 8x3
(
(x2 + 1)1/2 − 1

)
− f(x)(6.18)

となる．非相対論と相対論的の極限はそれぞれ x ≪ 1，x ≫ 1と近似できるので，それぞれの場合の圧力と内部エネル
ギー密度は
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となる．圧力と内部エネルギー密度の関係は，g(x)を計算するまでもなく，単一粒子の場合の運動量とエネルギーの関
係である
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由度 2で質量mのフェルミ粒子の数 dN は、

dN =
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である。2はスピンの自由度である．体積は dxdydzなので，圧力 dpxdpydpz の中に入る密度 dnは
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=
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である．ここで完全縮退しているので，小さな運動量からフェルミ運動量 pFまで全ての状態を占めている．運動量 pか
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3
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λ =
h

mc
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p2F
m

=

(
3

8π

)2/3 h

m
n2/3(6.12)

(Rel.) εF = pFc =

(
3

8π

)1/3

h c n1/3(6.13)
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)
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となる．非相対論と相対論的の極限はそれぞれ x ≪ 1，x ≫ 1と近似できるので，それぞれの場合の圧力と内部エネル
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(N.R.) P =
1

5

(
3

8π

)2/3 h

m
n5/3, P =

2

3
u(6.19)

(Rel.) P =
1

4

(
3

8π

)1/3

h c n4/3, P =
1

3
u(6.20)

となる．圧力と内部エネルギー密度の関係は，g(x)を計算するまでもなく，単一粒子の場合の運動量とエネルギーの関
係である
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不確定性原理から微小体積 dxdydx の中で (px, py, pz)と (px + dpx, py + dpy, pz + dpz)の間の運動量を持つスピン自
由度 2で質量mのフェルミ粒子の数 dN は、

dN =
2
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である。2はスピンの自由度である．体積は dxdydzなので，圧力 dpxdpydpz の中に入る密度 dnは

dn(p) =
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=
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である．ここで完全縮退しているので，小さな運動量からフェルミ運動量 pFまで全ての状態を占めている．運動量 pか
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3
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g(x) = 8x3
(
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)
− f(x)(6.18)

となる．非相対論と相対論的の極限はそれぞれ x ≪ 1，x ≫ 1と近似できるので，それぞれの場合の圧力と内部エネル
ギー密度は
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となる．圧力と内部エネルギー密度の関係は，g(x)を計算するまでもなく，単一粒子の場合の運動量とエネルギーの関
係である
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由度 2で質量mのフェルミ粒子の数 dN は、
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)
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となる．非相対論と相対論的の極限はそれぞれ x ≪ 1，x ≫ 1と近似できるので，それぞれの場合の圧力と内部エネル
ギー密度は
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となる．圧力と内部エネルギー密度の関係は，g(x)を計算するまでもなく，単一粒子の場合の運動量とエネルギーの関
係である
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不確定性原理から微小体積 dxdydx の中で (px, py, pz)と (px + dpx, py + dpy, pz + dpz)の間の運動量を持つスピン自
由度 2で質量mのフェルミ粒子の数 dN は、

dN =
2

h3
dxdydzdpxdpydpz(6.7)

である。2はスピンの自由度である．体積は dxdydzなので，圧力 dpxdpydpz の中に入る密度 dnは

dn(p) =
dN

dxdydz
=

2

h3
dpxdpydpz(6.8)

である．ここで完全縮退しているので，小さな運動量からフェルミ運動量 pFまで全ての状態を占めている．運動量 pか
ら p+ dpの範囲には，dpxdpydpz = 4πp2dpの状態が存在することになる．従って，pF まで積分した粒子の密度は

n =
2

h3

∫ pF

0
4πp2dp =

8π

h3
p3F =

8π

3
λ−3x3,(6.9)

λ =
h

mc
, x =

pF
mc

(6.10)

となる．ここで λはコンプトン波長，xはmcで規格化したフェルミ運動量である．逆に解けば

pF =

(
3

8π

)1/3

hn1/3(6.11)

である．フェルミエネルギー εF は，非相対論的 (N.R.)と相対論的 (R.)の場合でそれぞれ

(N.R.) εF =
p2F
m

=

(
3

8π

)2/3 h

m
n2/3(6.12)

(Rel.) εF = pFc =

(
3

8π

)1/3

h c n1/3(6.13)

となる．
圧力 P と内部エネルギー密度 uは

P =
2

h3

∫ pF

0

1

3
pv · 4πp2dp = Kf(x)(6.14)

u =
2

h3

∫ pF

0
ε · 4πp2dp = Kg(x)(6.15)

K =
1

3π2
λ−3 ·mc2(6.16)

f(x) = x(2x2 − 3)(x2 + 1)1/2 + 3 sinh−1 x(6.17)

g(x) = 8x3
(
(x2 + 1)1/2 − 1

)
− f(x)(6.18)

となる．非相対論と相対論的の極限はそれぞれ x ≪ 1，x ≫ 1と近似できるので，それぞれの場合の圧力と内部エネル
ギー密度は
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3

8π

)2/3 h

m
n5/3, P =
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3
u(6.19)

(Rel.) P =
1

4
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3

8π

)1/3

h c n4/3, P =
1

3
u(6.20)

となる．圧力と内部エネルギー密度の関係は，g(x)を計算するまでもなく，単一粒子の場合の運動量とエネルギーの関
係である
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となる．非相対論と相対論的の極限はそれぞれ x ≪ 1，x ≫ 1と近似できるので，それぞれの場合の圧力と内部エネル
ギー密度は

(N.R.) P =
1

5

(
3

8π

)2/3 h

m
n5/3, P =

2

3
u(6.19)

(Rel.) P =
1

4

(
3

8π

)1/3

h c n4/3, P =
1

3
u(6.20)

となる．圧力と内部エネルギー密度の関係は，g(x)を計算するまでもなく，単一粒子の場合の運動量とエネルギーの関
係である

(N.R.) ε =
pv

2
=

mv2

2
(6.21)

(Rel.) ε = pc(6.22)

6.1. 縮退したフェルミ気体 91

不確定性原理から微小体積 dxdydx の中で (px, py, pz)と (px + dpx, py + dpy, pz + dpz)の間の運動量を持つスピン自
由度 2で質量mのフェルミ粒子の数 dN は、

dN =
2

h3
dxdydzdpxdpydpz(6.7)

である。2はスピンの自由度である．体積は dxdydzなので，圧力 dpxdpydpz の中に入る密度 dnは

dn(p) =
dN

dxdydz
=

2

h3
dpxdpydpz(6.8)

である．ここで完全縮退しているので，小さな運動量からフェルミ運動量 pFまで全ての状態を占めている．運動量 pか
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(N.R.) εF =
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=

(
3

8π

)2/3 h

m
n2/3(6.12)

(Rel.) εF = pFc =
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f(x) = x(2x2 − 3)(x2 + 1)1/2 + 3 sinh−1 x(6.17)

g(x) = 8x3
(
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)
− f(x)(6.18)

となる．非相対論と相対論的の極限はそれぞれ x ≪ 1，x ≫ 1と近似できるので，それぞれの場合の圧力と内部エネル
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となる．圧力と内部エネルギー密度の関係は，g(x)を計算するまでもなく，単一粒子の場合の運動量とエネルギーの関
係である
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由度 2で質量mのフェルミ粒子の数 dN は、

dN =
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である。2はスピンの自由度である．体積は dxdydzなので，圧力 dpxdpydpz の中に入る密度 dnは

dn(p) =
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dxdydz
=

2
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である．ここで完全縮退しているので，小さな運動量からフェルミ運動量 pFまで全ての状態を占めている．運動量 pか
ら p+ dpの範囲には，dpxdpydpz = 4πp2dpの状態が存在することになる．従って，pF まで積分した粒子の密度は
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p3F =
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3
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λ =
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, x =
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となる．ここで λはコンプトン波長，xはmcで規格化したフェルミ運動量である．逆に解けば
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(
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である．フェルミエネルギー εF は，非相対論的 (N.R.)と相対論的 (R.)の場合でそれぞれ
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=
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(Rel.) εF = pFc =
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となる．
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f(x) = x(2x2 − 3)(x2 + 1)1/2 + 3 sinh−1 x(6.17)

g(x) = 8x3
(
(x2 + 1)1/2 − 1

)
− f(x)(6.18)

となる．非相対論と相対論的の極限はそれぞれ x ≪ 1，x ≫ 1と近似できるので，それぞれの場合の圧力と内部エネル
ギー密度は
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となる．圧力と内部エネルギー密度の関係は，g(x)を計算するまでもなく，単一粒子の場合の運動量とエネルギーの関
係である
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不確定性原理から微小体積 dxdydx の中で (px, py, pz)と (px + dpx, py + dpy, pz + dpz)の間の運動量を持つスピン自
由度 2で質量mのフェルミ粒子の数 dN は、
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2
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である。2はスピンの自由度である．体積は dxdydzなので，圧力 dpxdpydpz の中に入る密度 dnは
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=
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である．ここで完全縮退しているので，小さな運動量からフェルミ運動量 pFまで全ての状態を占めている．運動量 pか
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3
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)
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となる．圧力と内部エネルギー密度の関係は，g(x)を計算するまでもなく，単一粒子の場合の運動量とエネルギーの関
係である
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不確定性原理から微小体積 dxdydx の中で (px, py, pz)と (px + dpx, py + dpy, pz + dpz)の間の運動量を持つスピン自
由度 2で質量mのフェルミ粒子の数 dN は、
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2
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である。2はスピンの自由度である．体積は dxdydzなので，圧力 dpxdpydpz の中に入る密度 dnは
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=
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である．ここで完全縮退しているので，小さな運動量からフェルミ運動量 pFまで全ての状態を占めている．運動量 pか
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3
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である．フェルミエネルギー εF は，非相対論的 (N.R.)と相対論的 (R.)の場合でそれぞれ
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(
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)
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となる．非相対論と相対論的の極限はそれぞれ x ≪ 1，x ≫ 1と近似できるので，それぞれの場合の圧力と内部エネル
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となる．圧力と内部エネルギー密度の関係は，g(x)を計算するまでもなく，単一粒子の場合の運動量とエネルギーの関
係である
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不確定性原理から微小体積 dxdydx の中で (px, py, pz)と (px + dpx, py + dpy, pz + dpz)の間の運動量を持つスピン自
由度 2で質量mのフェルミ粒子の数 dN は、
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である．ここで完全縮退しているので，小さな運動量からフェルミ運動量 pFまで全ての状態を占めている．運動量 pか
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(
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)
− f(x)(6.18)

となる．非相対論と相対論的の極限はそれぞれ x ≪ 1，x ≫ 1と近似できるので，それぞれの場合の圧力と内部エネル
ギー密度は
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となる．圧力と内部エネルギー密度の関係は，g(x)を計算するまでもなく，単一粒子の場合の運動量とエネルギーの関
係である
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不確定性原理から微小体積 dxdydx の中で (px, py, pz)と (px + dpx, py + dpy, pz + dpz)の間の運動量を持つスピン自
由度 2で質量mのフェルミ粒子の数 dN は、

dN =
2

h3
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である。2はスピンの自由度である．体積は dxdydzなので，圧力 dpxdpydpz の中に入る密度 dnは

dn(p) =
dN

dxdydz
=

2

h3
dpxdpydpz(6.8)

である．ここで完全縮退しているので，小さな運動量からフェルミ運動量 pFまで全ての状態を占めている．運動量 pか
ら p+ dpの範囲には，dpxdpydpz = 4πp2dpの状態が存在することになる．従って，pF まで積分した粒子の密度は

n =
2

h3

∫ pF

0
4πp2dp =

8π

h3
p3F =

8π

3
λ−3x3,(6.9)

λ =
h

mc
, x =

pF
mc

(6.10)

となる．ここで λはコンプトン波長，xはmcで規格化したフェルミ運動量である．逆に解けば

pF =

(
3

8π

)1/3

hn1/3(6.11)

である．フェルミエネルギー εF は，非相対論的 (N.R.)と相対論的 (R.)の場合でそれぞれ

(N.R.) εF =
p2F
m

=

(
3

8π

)2/3 h

m
n2/3(6.12)

(Rel.) εF = pFc =

(
3

8π

)1/3

h c n1/3(6.13)

となる．
圧力 P と内部エネルギー密度 uは

P =
2

h3

∫ pF

0

1

3
pv · 4πp2dp = Kf(x)(6.14)

u =
2

h3

∫ pF

0
ε · 4πp2dp = Kg(x)(6.15)

K =
1

3π2
λ−3 ·mc2(6.16)

f(x) = x(2x2 − 3)(x2 + 1)1/2 + 3 sinh−1 x(6.17)

g(x) = 8x3
(
(x2 + 1)1/2 − 1

)
− f(x)(6.18)

となる．非相対論と相対論的の極限はそれぞれ x ≪ 1，x ≫ 1と近似できるので，それぞれの場合の圧力と内部エネル
ギー密度は

(N.R.) P =
1

5
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3

8π

)2/3 h

m
n5/3, P =

2

3
u(6.19)

(Rel.) P =
1

4

(
3

8π

)1/3

h c n4/3, P =
1

3
u(6.20)

となる．圧力と内部エネルギー密度の関係は，g(x)を計算するまでもなく，単一粒子の場合の運動量とエネルギーの関
係である

(N.R.) ε =
pv

2
=

mv2

2
(6.21)

(Rel.) ε = pc(6.22)
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3
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, x =
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pv · 4πp2dp = Kf(x)(6.14)
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)
− f(x)(6.18)
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となる．圧力と内部エネルギー密度の関係は，g(x)を計算するまでもなく，単一粒子の場合の運動量とエネルギーの関
係である
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3
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となる．圧力と内部エネルギー密度の関係は，g(x)を計算するまでもなく，単一粒子の場合の運動量とエネルギーの関
係である
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である．ここで完全縮退しているので，小さな運動量からフェルミ運動量 pFまで全ての状態を占めている．運動量 pか
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となる．非相対論と相対論的の極限はそれぞれ x ≪ 1，x ≫ 1と近似できるので，それぞれの場合の圧力と内部エネル
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となる．圧力と内部エネルギー密度の関係は，g(x)を計算するまでもなく，単一粒子の場合の運動量とエネルギーの関
係である
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から導くことができる．
完全縮退のフェルミ気体が非相対論的/相対論的の境を x = 1とし，境界密度を n

CR と書くと，

x =
pF
mc

=

(
3

8π

)1/3

hn1/3 · (mc)−1 = 1(6.23)

nCR =
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3

)
λ−3 =

(
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3
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mc

)−3
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電子と陽子 (または中性子)のコンプトン波長はそれぞれ

λe = 2.43× 10−10 [cm](6.25)

λp = 1.32× 10−13 [cm](6.26)

なので，

nCR
e = 5.84× 1029 [個/cm3](6.27)

nCR
p or n = 3.64× 1039 [個/cm3](6.28)

となる．電子と陽子からなるプラズマの場合，電子の方が縮退密度が低いので，先に電子が縮退することになる．その
場合質量は陽子が担う．実際の天体ではヘリウムやさらに重い元素の寄与も考えることになる．元素の陽子の数に対す
る核子の数の比を µe とする．水素では µe = 1である．ヘリウムなどそれ以外の元素では陽子と中性子の数がほぼ同じ
なので，µe = 2である．これを考慮すると，

ρCR
e = µen

CR
e mp = 0.97× 106µe [g/cm3](6.29)

となる．現実の白色矮星はヘリウム，炭素，酸素が主要な組成なので，µe = 2である．

6.1.4 温度-密度ダイヤグラム
ここまでは温度 kT = 0の完全縮退の場合のみを考えてきた．ここでは非縮退も含めて考えてみる．
非縮退の場合の非相対論的か相対論的かは単純に粒子の運動エネルギーと静止質量の大小関係で決まる．熱的粒子の

運動エネルギーを kT だとすれば，

(N.R.) kT ≪ mc2(6.30)

(Rel.) kT ≫ mc2(6.31)

である．電子では kT = mec=511keVが境になる．非縮退と縮退の条件はそれぞれ

(非縮退) kT ≫ εF(6.32)

(縮退) kT ≪ εF(6.33)

であり，その境界は kT = εF である．εF 自身は非相対論的と相対論的で違うので，

kT = εF(6.34)

(N.R.) kT =

(
3

8π

)2/3 h

m
n2/3(6.35)

(Rel.) kT =

(
3

8π

)1/3

hcn1/3(6.36)

となる．
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となる．電子と陽子からなるプラズマの場合，電子の方が縮退密度が低いので，先に電子が縮退することになる．その
場合質量は陽子が担う．実際の天体ではヘリウムやさらに重い元素の寄与も考えることになる．元素の陽子の数に対す
る核子の数の比を µe とする．水素では µe = 1である．ヘリウムなどそれ以外の元素では陽子と中性子の数がほぼ同じ
なので，µe = 2である．これを考慮すると，

ρCR
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e mp = 0.97× 106µe [g/cm3](6.29)

となる．現実の白色矮星はヘリウム，炭素，酸素が主要な組成なので，µe = 2である．

6.1.4 温度-密度ダイヤグラム
ここまでは温度 kT = 0の完全縮退の場合のみを考えてきた．ここでは非縮退も含めて考えてみる．
非縮退の場合の非相対論的か相対論的かは単純に粒子の運動エネルギーと静止質量の大小関係で決まる．熱的粒子の

運動エネルギーを kT だとすれば，

(N.R.) kT ≪ mc2(6.30)

(Rel.) kT ≫ mc2(6.31)

である．電子では kT = mec=511keVが境になる．非縮退と縮退の条件はそれぞれ
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電子の場合についてまとめると，以下のいずれかが満たされれば相対論的になる．
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である．これを図示すると図 6.3になる．

図 6.3: 温度-密度ダイヤグラム (佐藤・原 1983 図 2.3)

6.2 白色矮星
6.3 白色矮星の発見

(発見の経緯をスライドで説明する)

白色矮星の典型的な半径と質量は地球の半径程度で太陽質量である。従って、その密度は

RWD ≃ R⊕ = 6.37× 108(cm)(6.42)

RWD ≃ M⊙ = 1.99× 1033(g)(6.43)

ρWD ≃ 1.99× 1033

(4π/3) (6.37× 108)3
= 1.8× 106(g/cm3)(6.44)

である。温度は T = 104 − 105Kである．図 6.3から，完全縮退と考えてよい．つまり白色矮星はフェルミ粒子である電
子の縮退圧によって支えられた星である．縮退圧で支えられているので，温度がゼロでも安定に存在できる。初期には
T ∼ 105Kの温度を持ち、実際の冷却には非常に長い時間がかかる。
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図 7.8: X1636-536の X線バースト中のブラックボディのパラメータの時間変化。Inoue et al. (1984)

一方、Schwartzchild半径を rg と書くと、半径 Rでの重力赤方偏移は

g =
(
1− rg

R

)1/2
(7.80)

rg = 3.0

(
M

M⊙

)
(km)(7.81)

となる。半径 10km、質量 1.4M⊙ の中性子星を仮定すると

g = 0.76←M = 1.4M⊙, R = 10km(7.82)

が得られる。これで減衰期の 4.1keVを素直に戻すと 5.4keV程度に来る。
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94 第 6章 縮退したフェルミ気体とコンパクト星

6.3.1 白色矮星の構造：質量と半径の関係
既に見た通り，温度が 0で完全に縮退したフェルミ気体であっても圧力が存在する．この「縮退圧」で重力を支えて

いることが可能になる．フェルミ気体が電子の場合が白色矮星である．白色矮星の質量M と半径 Rの関係を導出する．

非相対論的な場合

白色矮星の総エネルギーを EWD は，内部エネルギー (Internal Energy)EU と重力エネルギー EG の合計である．電
子密度 nは白色矮星の内部で一様と仮定し，電子の総数をNe とすると，

EWD = EU + EG(6.45)

M = Neµemp(6.46)

ne =
Ne

V
=

Ne
4π
3 R3

(6.47)

となる．µeは核子による電子 1個あたりの質量である．白色矮星の水素が主成分の場合は µe = 1であり，ヘリウムや炭
素，酸素などが主成分の場合は µe = 2となる．現実に存在する白色矮星は赤色巨星のコアから誕生する．コアの主成分
は炭素や酸素であり，これは水素やヘリウムが核融合反応によって作られたものである．従って，現実に存在する白色
矮星では µe = 2である．
一様な密度を持つ星の重力エネルギーは

EG =
3

5

M2

R
(6.48)

とかける．
完全縮退したフェルミ気体の内部エネルギーは，簡単のためにすべての電子がフェルミエネルギーを持つと仮定すると，

EU = Ne · εF = Ne

(
3

8π

)2/3 h

me
n2/3 = N5/3

e

(
9

32π2

)
h

me

1

R2
(6.49)

=

(
M

µemp

)5/3( 9

32π2

)5/3 h

me

1

R2
(6.50)

となる．その結果，

EWD = EU + EG =

(
M

µemp

)5/3( 9

32π2

)5/3 h

me

1

R2
− 3

5

M2

R
(6.51)

となる．
質量を固定した場合，半径に対する依存性として，内部エネルギーは +1/R2 に比例し，重力エネルギーは −1/Rに

比例する．従って Rの小さい領域では，必ず正になり，一方で，Rの大きな領域では負であり，Rが大きくなるにつれ
ば 0に漸近する (図 6.4(a))．この場合，白色矮星の半径は最も全エネルギーの低い R0になる．R0は EWDの R微分が
0になる値として求めるられる．

(
dEWD

dR

)
(R = R0) = −2

(
M

µemp

)5/3( 9

32π2

)5/3 h

me

1

R3
0

+
3

5

M2

R2
0

= 0(6.52)

R0 =
10

3

(
9

32π2

)5/3 1

(µemp)
5/3

h

me

1

M1/3
(6.53)

興味深いのは，質量が大きくなると半径はむしろ小さくなることである．
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素，酸素などが主成分の場合は µe = 2となる．現実に存在する白色矮星は赤色巨星のコアから誕生する．コアの主成分
は炭素や酸素であり，これは水素やヘリウムが核融合反応によって作られたものである．従って，現実に存在する白色
矮星では µe = 2である．
一様な密度を持つ星の重力エネルギーは
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図 6.4: 質量を固定した場合の白色矮星の半径と全エネルギーの関係．(a) N.R. 非相対論的完全縮退，(b) Rel. E¿0 相対
論的完全縮退で全エネルギーが正の場合，(c) Rel. E¡0 相対論的完全縮退で全エネルギーが負の場合．

相対論的な場合

さて，質量を上げていくと半径は小さくなると言う事は，密度は高くなり，その結果どこかの時点でフェルミエネル
ギーは必ず相対論的になる．そうなると，内部エネルギーを下記の式に変更する必要がある．
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となる．内部エネルギーも重力エネルギーも Rに対する依存性は同じ 1/Rとなる．符号は両者で違うので，質量を与え
ると，半径によらず全エネルギーは正の値をとるか (図 6.4(b))，負の値をとるか (図 6.4(c))，しかない．内部エネルギー
の質量依存性はM4/3であるのに対し，重力はM2である．従って，質量が小さければ，全エネルギーは必ず正になり，
大きければ必ず負になる．
まず，質量が小さく全エネルギーが正の値をとる場合を考える．ある半径からスタートすると，全エネルギーが正な

ので半径が大きくなっていく．すると密度が下がって行き．必ずどこかで相対論的から非相対論的的状態に移行する．そ
うなれば前項で見た通り，内部エネルギーの半径依存性は 1/R2にかわることで，安定な解が登場する．従って，その質
量では白色矮星として存在できる事になる．別の言い方をすると，ここでのスタートポイントは図 6.4(a)の Rのとても
小さい領域であり．その領域は相対論的だった，と言っても良い．
一方，質量が大きく全エネルギーが負の値をとる場合を考える．この場合は，半径が小さいほど全エネルギーがより
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ここまでの思考実験から，白色矮星には最大の質量Mmaxが存在する事がわかる．Mmaxは，相対論的な場合のEWD = 0

で決まる．つまり，
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となる．この最大質量をチャンドラセカールリミットと呼ぶ．
以上の計算は，密度を一様にしている，全ての電子はフェルミエネルギーをとるとして内部エネルギーを得ている．実

際には，密度は一様ではなく，N = 3のポリトロープとなる．これを用いると，チャンドラセカールリミットは 1.4M⊙

となる．

6.4 中性子星
6.4.1 中性子星の発見

HerwishとBellによって 1967年に世界で最初に発見された電波パルサーの周期は 1.337secである。カニ星雲は 33msec

である。PSR B1957+20 (Black Widow Pulsar)は 1.6074 msec (second fastest)である。(accreting msec パルサー IGR

J00291+5934)。PSR B1937+21は 1.5578msecである。
まず、この天体のサイズはパルス周期 1.6msecに光速を掛けた値である、480 kmよりも小さくなければならない。こ

れは中性子星は問題ないが、白色矮星はこの制限にひっかかる。もちろん通常の恒星もダメである。
速く回転すると遠心力が大きくなる。最後は重力に打ち勝ってしまうと、星としてはバラバラになる。そうならない

条件として重力が遠心力を勝っているという条件を科すことで密度に制限が付けられる。
この天体の質量、半径、密度、回転周期 (=パルス周期、スピン周期)をそれぞれM、R、ρ、T とする。テスト粒子

の質量をmとすると、重力が遠心力を打ち勝つ条件は
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となる (1 cm3あたり、5億トン)。これを実現可能なのは、ブラックホールを除けば原子核で作られた中性子星 (水素原
子核の密度は 1014−15 g cm−3)だけである。

6.4.2 中性子星の構造
白色矮星は、電子の縮退圧によって支えられているが、さらに密度が上昇すると、電子のフェルミエネルギーが上昇

するので、電子と陽子が合体し、中性子になる方が安定となる。その結果、中性子の縮退圧で支えられる星が誕生する。
これを中性子星と呼ぶ。別の言い方をすると中性子星は巨大な原子核と思うことも可能である。
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白色矮星は、電子の縮退圧によって支えられているが、さらに密度が上昇すると、電子のフェルミエネルギーが上昇

するので、電子と陽子が合体し、中性子になる方が安定となる。その結果、中性子の縮退圧で支えられる星が誕生する。
これを中性子星と呼ぶ。別の言い方をすると中性子星は巨大な原子核と思うことも可能である。
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となる．この最大質量をチャンドラセカールリミットと呼ぶ．
以上の計算は，密度を一様にしている，全ての電子はフェルミエネルギーをとるとして内部エネルギーを得ている．実

際には，密度は一様ではなく，N = 3のポリトロープとなる．これを用いると，チャンドラセカールリミットは 1.4M⊙
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言うまでもなく、自由中性子は β 崩壊を起こし、陽子、電子、電子ニュートリノに崩壊する。一方、中性子星中の中
性子は安定に存在している。中性子星とは言え実は、中性子に対して数%程度の個数密度を持つ陽子と電子が存在してい
る。よって、中性子が崩壊して電子を放出したくても、そこには既に縮退した電子が存在するために、パウリの排他律
により崩壊できないのである。
中性子もフェルミ粒子なので電子と全く同じ議論から，完全縮退した中性子の縮退圧で支えられた星や，そのチャン

ドラセカールリミットを得る事が出来る．図 6.5は，電子または中性子の縮退圧で支えられた星の密度と質量の関係であ
る．この図から分かる通り，中性子の縮退圧で支えられた星の最大質量は 0.7M⊙である (白色矮星よりも低い)．一方で，
実際に観測されている中性子星の質量はこの値よりも大きく，1.4M⊙ 付近である．このことは，中性星では縮退圧以外
の圧力が働いている事がわかる．その力は核力であり，その大きさで中性子星の質量や半径が決まることになる．別の言
い方をすれば，中性子星の質量や半径を観測する事で，中性子星のような状況での核力の状態を調べる事が可能になる．

図 6.5: 電子または中性子の縮退圧で支えられた星の密度と質量の関係
実際の中性子星の内部構造は図 6.6の様になっている。外殻は、格子を組んだ固体の原子核で、中性子過剰となって

いる。内殻は、原子核と中性子の共存状態。自由中性子の部分は、超流動状態であると考えられている。さらに、内側
はクォーク物質でできている。おおよそ半径 10km、質量が 1.4M⊙ である。
以上を考慮した白色矮星，中性子星，ブラックホールの密度と質量の関係を図 6.7に示す．
∼ 1012Gの磁場を持つものがあり、電波パルサー、X線パルサーとして観測される。
中性子星は主には、II型超新星から誕生すると考えられている。強い磁場は、星表面の磁場がプラズマに凍結されて

そのまま爆縮することで作られると考えられている。太陽表面は黒点では 2000 ∼ 3000Gだが、平均的には 20G程度で
ある。太陽半径は 6.96× 1010cmであり、磁束の数を保存して中性子星の半径 10kmまで圧縮すると、0.1× 1012G程度
となる。磁極の大きさは中性子星の一部なので、∼ 1012G程度は説明できる。
一方、白色矮星に質量が降りつもり核融合反応で起こる Ia型超新星爆発でも、燃焼よりも速く陽子の電子捕獲が進む

と中性子星を作る可能性がある。
(FY2015 11回目：2015.07.14はここまで)
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の圧力が働いている事がわかる．その力は核力であり，その大きさで中性子星の質量や半径が決まることになる．別の言
い方をすれば，中性子星の質量や半径を観測する事で，中性子星のような状況での核力の状態を調べる事が可能になる．

図 6.5: 電子または中性子の縮退圧で支えられた星の密度と質量の関係
実際の中性子星の内部構造は図 6.6の様になっている。外殻は、格子を組んだ固体の原子核で、中性子過剰となって

いる。内殻は、原子核と中性子の共存状態。自由中性子の部分は、超流動状態であると考えられている。さらに、内側
はクォーク物質でできている。おおよそ半径 10km、質量が 1.4M⊙ である。
以上を考慮した白色矮星，中性子星，ブラックホールの密度と質量の関係を図 6.7に示す．
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となる。磁極の大きさは中性子星の一部なので、∼ 1012G程度は説明できる。
一方、白色矮星に質量が降りつもり核融合反応で起こる Ia型超新星爆発でも、燃焼よりも速く陽子の電子捕獲が進む

と中性子星を作る可能性がある。
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中性子星は主には、II型超新星から誕生すると考えられている。強い磁場は、星表面の磁場がプラズマに凍結されて

そのまま爆縮することで作られると考えられている。太陽表面は黒点では 2000 ∼ 3000Gだが、平均的には 20G程度で
ある。太陽半径は 6.96× 1010cmであり、磁束の数を保存して中性子星の半径 10kmまで圧縮すると、0.1× 1012G程度
となる。磁極の大きさは中性子星の一部なので、∼ 1012G程度は説明できる。
一方、白色矮星に質量が降りつもり核融合反応で起こる Ia型超新星爆発でも、燃焼よりも速く陽子の電子捕獲が進む

と中性子星を作る可能性がある。
(FY2015 11回目：2015.07.14はここまで)
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中性子星質量の観測結果

 精度よく測れる中性子星
連星では 1.4 M⊙ に集中

 通常の星や白色矮星との
連星の場合は一般には
誤差が大きい。

 最近 (2010 年 ) 、
重い中性子星の質量が
精度よく観測された

MNS = 1.97 ± 0.04 M⊙ 

Demorest et al. ('10) 

Lattimer ('14) 中性子星質量

中性子星の質量は
MNS = (1-2) M⊙  

中性子星の質量は
MNS = (1-2) M⊙  
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重い中性子星パズル

 2010年の大ニュース :重い中性子星の発見
→ 核子以外のハドロンを含む状態方程式を棄却 (?)

Demorest et al. ('10)

クォーク物質
状態方程式

ハイペロン・中間子を
含む状態方程式

17
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98 第 6章 縮退したフェルミ気体とコンパクト星

図 6.6: 中性子星の内部構造

図 6.7: コンパクト星の中心密度と半径の関係

6.5 ブラックホール
6.5.1 恒星質量ブラックホールの発見
さらに重い星が重力崩壊するとブラックホールになる。ブラックホールには、上限も下限もないが、宇宙物理学的に

作る道筋があり、実際に存在しているかどうかは別の話しである。太陽組成の恒星では、100M⊙を越える恒星は存在で
きないし、30M⊙ 以下の恒星はブラックホールになれない。よって、上限と下限があり、実際観測されているブラック
ホール候補天体の質量は 3 ∼ 15M⊙ である。

6.5.2 巨大ブラックホール、中質量ブラックホール
6.5.3 ブラックホールの半径と質量
シュバルツシルト半径 rg がブラックホールの半径だと考えて、様々なブラックホールの密度を求める。
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6.5. ブラックホール 99

rg = 2G
M

c2
= 2.95× 105

(
M

M⊙

)
(cm)(6.64)

ρ =
M

(4π/3)r3g
=

3

32

c6

πG3M2
∝M−2 = 1.85× 1016

(
M

M⊙

)−2

(6.65)

M R ρ

1M⊙ 2.95(km) 1.85× 1016(g/cm3)

10M⊙ 29.5(km) 1.85× 1014(g/cm3)

106M⊙ 2.95× 1011(km) = 1.97× 10−2(AU) 1.85× 104(g/cm3)

108M⊙ 1.97(AU) 1.85(g/cm3)

109M⊙ 19.7(AU) 0.0185(g/cm3)

表 6.1: ブラックホールの質量に対する半径、密度の値
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