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であるから、最終的に

N(E) ∝
(

E

E0

)−α

(16.45)

α = 1 +
tacc
tesc

(16.46)

が得られる。

Diffusion-Loss方程式を使う方法

加速によるエネルギーの増分が、元のエネルギーに比例し、エネルギーによらず確率的に失われる過程のみを考える
場合、上で使用した加速時間および逃げ出し時間を tacc、tesc は微分形では以下のように定義できる。

dE

dt
≡ 1

tacc
E(16.47)

dN

dt
≡ 1

tesc
N(16.48)

定常状態を仮定し、3次元的な拡散と、E > E0での粒子抽入がない場合の Dffusion-Loss方程式に上記の式を代入す
ると、

q(E > E0) = 0, D = 0(16.49)

dN(E, t)

dt
=

∂

∂E
[b(E)N(E, t)]− N(E, t)

tesc
= 0(16.50)

−b(E) =
dE

dt
=

1

tacc
E(16.51)

d

dE
[
1

tacc
E ·N(E)] +

N(E)

tesc
= 0(16.52)

dN(E)

dE
= − 1

E

(
1 +

tacc
tesc

)
N(E)(16.53)

これを解くと、

N(E) = KE−α(16.54)

K = tacc

∫ E0

0
q(E′)E′tacc/tescdE′(16.55)

α = 1 +
tacc
tesc

(16.56)

となる。

16.3 フェルミ加速
「フェルミ加速」と言った場合には 1次と 2次の 2種類のフェルミ加速がある。まず、2次のフェルミ加速を説明する。

16.3.1 分子雲との衝突による 2次のフェルミ加速

(Ref. 小田「宇宙線」、高原「天体高エネルギー現象」、Gaisser「素粒子と宇宙」)

星間ガス中の密度の高い領域である星間雲は、10km/s程度の速度でランダムに運動している。星間雲では磁場が貫か
れており、周囲に比べ磁場が強い。この星間雲に (相対論的速度を持つ)宇宙線が近付くと強い磁場により反射される。
磁場によるこの反射は完全弾性衝突となるので、星間雲が静止している場合には、同じ速さで反射される。
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もしも星間雲が動いており宇宙線が正面衝突すると、宇宙線の速さは星間雲の 2倍の速さを新たにもらうので、加速
されることになる。しかし、宇宙線が星間雲に追突する形でぶつかると、今度は減速されることとなる。加速減速量は
同じなので、これだけでは加速されない。
しかし、正面衝突と追突ではわずかに正面衝突する確率の方が高い。よって、何度も衝突を繰り返すうちに、統計的

に加速が行なわれることになる。
実はこの素過程は、質量の違う 2つの粒子の熱化の過程と同じである。つまり、(1)同じ速度で走っていた陽子と電子

の熱化、(2)重い星 (銀河)と軽い星 (銀河) の間で働くダイナミカルフリクション、など。粒子加速は質量差が無限に大
きく過程のタイムスケールが非常に長いため、「加速」と呼ばれるだけで、基礎的な物理は「熱化」と同じである (と私
は思っている)。
さて概要の説明はこの程度にして式で示そう。

エネルギー増加率と加速時間

まず、簡単な特殊相対論の復習。全エネルギー (運動エネルギー +静止エネルギー)E を持つ相対論的粒子を考える。
この粒子と θをなす方向を V で進む系が見るこの粒子の全エネルギーは E′ は、次のように書ける。

β = V/c, γ =
1√

1− β2
(16.57)

E′/c = γ(E/c− βp cos θ)(16.58)

E′ = γ(E − βpc cos θ)(16.59)

ここで、粒子は相対論的な速度なので

E =
√
m2c4 + p2c2 → pc(16.60)

E′ → Eγ(1− β cos θ)(16.61)

これは光子の場合も同じ (コンプトンの所でやった)。
次に、フェルミ加速について考える。星間雲の速さを V とし、これに実験室系でエネルギー E1の宇宙線が正面衝突

し反射される場合を考える。星間雲 (宇宙線ではない)のローレンツ因子を γ、β = V/cとすると、星間雲の系で見える
宇宙線のエネルギー E′

1 は次のように書ける。

β = V/c, γ =
1√

1− β2
, θ = π(16.62)

E′
1 = E1γ(1 + β)(16.63)

次に、この宇宙線は星間雲の進む向きと同じ方向へ放出されると、E′
1をもう一度ローレンツ変換することになる。最終

的に反射された宇宙線の実験室系でのエネルギーを E2 とすると、

E2 = E′
1γ(1 + β) = E1γ

2(1 + β)2 = E1
(1 + β)2

1− β2
(16.64)

E2

E1
=

(1 + β)2

1− β2
= 1 +

2β(β + 1)

1− β2
(16.65)

β ≪ 1 → E2

E1
= 1 + 2β = 1 + 2

V

c
(16.66)

となる。一方、衝突する場合は符合が逆になる。この座標変換によってエネルギーの受渡しが行なわれる構造は実は逆
コンプトンと同じである。
一方衝突する頻度は、正面衝突と追突それぞれ c + V、c − V に比例するので (宇宙線は相対論的粒子とする)、平均

的に 1回の衝突で増加する宇宙線のエネルギーの割合は、
(c+ V )(2V/c) + (c− V )(−2V/c)

(c+ V ) + (c− V )
= 2

(
V

c

)2

(16.67)

E → E

[
1 + 2

(
V

c

)2
]

(16.68)
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エネルギー増加率

流体中を走る衝撃波での加速を考える (図 16.1)。粒子が衝撃波面の上流 (u)と下流 (d)を往復する。上流と下流はそ
れぞれ流体と一緒に移動する反射体–例えば流体に固定され流体と一緒に流れている磁場– が存在する。
流体の速度を、上流と下流をそれぞれ V1、V2とし、それぞれの流れの系から見た粒子のエネルギーなどは、添字 uと

d をつける。添字のないものは、衝撃波面に乗った系とする。
上流で反射され運動量 p、エネルギー E、速度 v = pc2/Eを持つを持った粒子が衝撃波面に対して θ+で横切る場合、

上流と下流からはそれぞれ Eu、Ed のエネルギーを持つ粒子として見えるとすると、

β1 ≡ V1/c, γ1 ≡
1√

1− β2
1

(16.80)

β2 ≡ V2/c, γ2 ≡
1√

1− β2
2

(16.81)

Eu = γ1(E − V1p cos θ
+)(16.82)

Ed = γ2(E − V2p cos θ
+)(16.83)

と書ける。V1, V2 ≪ cとし (V1/c)、(V2/c)の 1次のみを取りだし近似する。γ1, γ2 → 1 なので、

γ1 → 1, γ2 → 1(16.84)

Eu = (E − V1p cos θ
+)(16.85)

Ed = (E − V2p cos θ
+)(16.86)

となる。Ed を持った粒子は次に下流で反射され、衝撃波に対して θ− の方向で横切る。その際、下流では完全弾性衝突
するので、下流から見るとエネルギーは Edのままで、進行方向のみ変わったように見える。しかし、衝撃波系から見る
とローレンツ変換がかかるので、エネルギーが E から変わってしまう。それを E′ とし、さらに上流で見た場合のエネ
ルギーを E′u と書くと、

Ed = (E′ − V2p
′ cos θ−)(16.87)

E′u = (E′ − V1p
′ cos θ−)(16.88)

となる。よって、V1, V2 ≪ cであり、さらに反射する角度はランダムなので

< cos θ+ > =
2

3
(16.89)

< cos θ− > = −2

3
(16.90)

であることに注意すると、一周した場合のエネルギー変化は、
E′

E
=

E′u

Eu
=

E′u

Ed

Ed

Eu
(16.91)

=
1 + (V1v′/c2) cos θ−

1 + (V2v′/c2) cos θ−
1− (V2v/c2) cos θ+

1− (V1v/c2) cos θ+
(16.92)

→ 1 +
2

3

V1 − V2

c

v′ + v

c
(16.93)

この式の第 2項は 1よりも十分小さい。 v′

v − 1は実はその第 2項と同じオーダーである。よって、v′ ∼ vとすると、
E′

E
= 1 +

4

3

(V1 − V2)v

c2
(16.94)

が得られる。粒子が相対論的な場合には、v ∼ cなので、1往復で得られるエネルギー増加率は
E′

E
= 1 +

4

3

V1 − V2

c
(16.95)

η =
4

3

V1 − V2

c
(16.96)

と書ける。
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流体中を走る衝撃波での加速を考える (図 16.1)。粒子が衝撃波面の上流 (u)と下流 (d)を往復する。上流と下流はそ
れぞれ流体と一緒に移動する反射体–例えば流体に固定され流体と一緒に流れている磁場– が存在する。
流体の速度を、上流と下流をそれぞれ V1、V2とし、それぞれの流れの系から見た粒子のエネルギーなどは、添字 uと

d をつける。添字のないものは、衝撃波面に乗った系とする。
上流で反射され運動量 p、エネルギー E、速度 v = pc2/Eを持つを持った粒子が衝撃波面に対して θ+で横切る場合、

上流と下流からはそれぞれ Eu、Ed のエネルギーを持つ粒子として見えるとすると、
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図 16.1: 衝撃波でのフェルミ加速 (高原「天体高エネルギー現象」p76)

エネルギースペクトル

エネルギースペクトルを求めるには、逃げ出しの確率、又はエスケープタイムを知る必要がある。ここでは、Bell

MNRAS 182, 147 (1978)の考えに従って逃げ出しの確率を求める。
下流の流体は速度 V2で衝撃波面から離れているので、加速を受ける粒子も平均速度 V2で衝撃波面から流れていくこ

とになる。粒子の数密度を nCR とすると、衝撃波面から単位時間あたりに下流に流れていく粒子の個数は、

nCRV2(16.97)

である。
一方で、粒子の速度は衝撃波や流体の速度に比べ十分速く等方的に飛んでおり、その速度を v ≃ cとする。上流から

下流へ (又は下流から上流に)衝撃波面を横切る粒子の個数は、衝撃波面に対する射影として得られる。
∫ π/2

0
nCR
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4π
cos θ · 2π sin θdθ =

nCRv

4
≃ nCRc

4
(16.98)

となる。衝撃波面を横切る粒子の個数は、まさに単位時間あたりに加速過程が行なわれる粒子の個数である。そのうち、
上記で求めた下流にながれていく個数との比を求めると、1回の加速過程で逃げ出す確率 Pesc が求まる。
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=

4V2

c
(16.99)

フェルミ機構で Diffusion-Loss方程式を使わない方法で示した通り、エネルギースペクトルは

N(E) ∝ E−(γ+1), γ =
Pesc

η
(16.100)

と示される。エネルギー増加率は η = 4
3
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c なので、最終的に

N(E) ∝ E−(γ+1)(16.101)

γ =
Pesc

η
=

3

(V1/V2)− 1
(16.102)

が得られる。プラズマの速度の絶対値にはよらず、その比だけで決まることに注意。
衝撃波の章で示した通り、上流の流体の音速を C1 として衝撃波の速度 V1 > C1 をマッハ数M1 で示すと、衝撃波で

の Rankine=Hugoniotの関係式から理想気体では

M1 = V1/C1, CP /CV = 5/3(16.103)
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1
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1 + 2
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=
4M2

1

M2
1 + 3

(16.105)
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図 16.1: 衝撃波でのフェルミ加速 (高原「天体高エネルギー現象」p76)
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となる。衝撃波面を横切る粒子の個数は、まさに単位時間あたりに加速過程が行なわれる粒子の個数である。そのうち、
上記で求めた下流にながれていく個数との比を求めると、1回の加速過程で逃げ出す確率 Pesc が求まる。

Pesc =
nCRV2

(nCRc/4)
=

4V2

c
(16.99)

フェルミ機構で Diffusion-Loss方程式を使わない方法で示した通り、エネルギースペクトルは

N(E) ∝ E−(γ+1), γ =
Pesc

η
(16.100)

と示される。エネルギー増加率は η = 4
3
V1−V2

c なので、最終的に

N(E) ∝ E−(γ+1)(16.101)

γ =
Pesc

η
=

3

(V1/V2)− 1
(16.102)

が得られる。プラズマの速度の絶対値にはよらず、その比だけで決まることに注意。
衝撃波の章で示した通り、上流の流体の音速を C1 として衝撃波の速度 V1 > C1 をマッハ数M1 で示すと、衝撃波で

の Rankine=Hugoniotの関係式から理想気体では

M1 = V1/C1, CP /CV = 5/3(16.103)

V1

V2
=

[(CP /CV ) + 1]M2
1

[(CP /CV )− 1]M2
1 + 2

(16.104)

=
4M2

1

M2
1 + 3

(16.105)

16.3. フェルミ加速 241

図 16.1: 衝撃波でのフェルミ加速 (高原「天体高エネルギー現象」p76)

エネルギースペクトル

エネルギースペクトルを求めるには、逃げ出しの確率、又はエスケープタイムを知る必要がある。ここでは、Bell

MNRAS 182, 147 (1978)の考えに従って逃げ出しの確率を求める。
下流の流体は速度 V2で衝撃波面から離れているので、加速を受ける粒子も平均速度 V2で衝撃波面から流れていくこ

とになる。粒子の数密度を nCR とすると、衝撃波面から単位時間あたりに下流に流れていく粒子の個数は、

nCRV2(16.97)

である。
一方で、粒子の速度は衝撃波や流体の速度に比べ十分速く等方的に飛んでおり、その速度を v ≃ cとする。上流から

下流へ (又は下流から上流に)衝撃波面を横切る粒子の個数は、衝撃波面に対する射影として得られる。
∫ π/2

0
nCR

v

4π
cos θ · 2π sin θdθ =

nCRv

4
≃ nCRc

4
(16.98)

となる。衝撃波面を横切る粒子の個数は、まさに単位時間あたりに加速過程が行なわれる粒子の個数である。そのうち、
上記で求めた下流にながれていく個数との比を求めると、1回の加速過程で逃げ出す確率 Pesc が求まる。

Pesc =
nCRV2

(nCRc/4)
=

4V2

c
(16.99)

フェルミ機構で Diffusion-Loss方程式を使わない方法で示した通り、エネルギースペクトルは

N(E) ∝ E−(γ+1), γ =
Pesc

η
(16.100)

と示される。エネルギー増加率は η = 4
3
V1−V2

c なので、最終的に

N(E) ∝ E−(γ+1)(16.101)

γ =
Pesc

η
=

3

(V1/V2)− 1
(16.102)

が得られる。プラズマの速度の絶対値にはよらず、その比だけで決まることに注意。
衝撃波の章で示した通り、上流の流体の音速を C1 として衝撃波の速度 V1 > C1 をマッハ数M1 で示すと、衝撃波で

の Rankine=Hugoniotの関係式から理想気体では

M1 = V1/C1, CP /CV = 5/3(16.103)

V1

V2
=

[(CP /CV ) + 1]M2
1

[(CP /CV )− 1]M2
1 + 2

(16.104)

=
4M2

1

M2
1 + 3

(16.105)

16.3. フェルミ加速 241

図 16.1: 衝撃波でのフェルミ加速 (高原「天体高エネルギー現象」p76)

エネルギースペクトル

エネルギースペクトルを求めるには、逃げ出しの確率、又はエスケープタイムを知る必要がある。ここでは、Bell

MNRAS 182, 147 (1978)の考えに従って逃げ出しの確率を求める。
下流の流体は速度 V2で衝撃波面から離れているので、加速を受ける粒子も平均速度 V2で衝撃波面から流れていくこ

とになる。粒子の数密度を nCR とすると、衝撃波面から単位時間あたりに下流に流れていく粒子の個数は、

nCRV2(16.97)

である。
一方で、粒子の速度は衝撃波や流体の速度に比べ十分速く等方的に飛んでおり、その速度を v ≃ cとする。上流から

下流へ (又は下流から上流に)衝撃波面を横切る粒子の個数は、衝撃波面に対する射影として得られる。
∫ π/2

0
nCR

v

4π
cos θ · 2π sin θdθ =

nCRv

4
≃ nCRc

4
(16.98)

となる。衝撃波面を横切る粒子の個数は、まさに単位時間あたりに加速過程が行なわれる粒子の個数である。そのうち、
上記で求めた下流にながれていく個数との比を求めると、1回の加速過程で逃げ出す確率 Pesc が求まる。

Pesc =
nCRV2

(nCRc/4)
=

4V2

c
(16.99)

フェルミ機構で Diffusion-Loss方程式を使わない方法で示した通り、エネルギースペクトルは

N(E) ∝ E−(γ+1), γ =
Pesc

η
(16.100)

と示される。エネルギー増加率は η = 4
3
V1−V2

c なので、最終的に

N(E) ∝ E−(γ+1)(16.101)

γ =
Pesc

η
=

3

(V1/V2)− 1
(16.102)

が得られる。プラズマの速度の絶対値にはよらず、その比だけで決まることに注意。
衝撃波の章で示した通り、上流の流体の音速を C1 として衝撃波の速度 V1 > C1 をマッハ数M1 で示すと、衝撃波で

の Rankine=Hugoniotの関係式から理想気体では

M1 = V1/C1, CP /CV = 5/3(16.103)

V1

V2
=

[(CP /CV ) + 1]M2
1

[(CP /CV )− 1]M2
1 + 2

(16.104)

=
4M2

1

M2
1 + 3

(16.105)

16.3. フェルミ加速 241

図 16.1: 衝撃波でのフェルミ加速 (高原「天体高エネルギー現象」p76)

エネルギースペクトル

エネルギースペクトルを求めるには、逃げ出しの確率、又はエスケープタイムを知る必要がある。ここでは、Bell

MNRAS 182, 147 (1978)の考えに従って逃げ出しの確率を求める。
下流の流体は速度 V2で衝撃波面から離れているので、加速を受ける粒子も平均速度 V2で衝撃波面から流れていくこ

とになる。粒子の数密度を nCR とすると、衝撃波面から単位時間あたりに下流に流れていく粒子の個数は、

nCRV2(16.97)

である。
一方で、粒子の速度は衝撃波や流体の速度に比べ十分速く等方的に飛んでおり、その速度を v ≃ cとする。上流から

下流へ (又は下流から上流に)衝撃波面を横切る粒子の個数は、衝撃波面に対する射影として得られる。
∫ π/2

0
nCR

v

4π
cos θ · 2π sin θdθ =

nCRv

4
≃ nCRc

4
(16.98)

となる。衝撃波面を横切る粒子の個数は、まさに単位時間あたりに加速過程が行なわれる粒子の個数である。そのうち、
上記で求めた下流にながれていく個数との比を求めると、1回の加速過程で逃げ出す確率 Pesc が求まる。

Pesc =
nCRV2

(nCRc/4)
=

4V2

c
(16.99)

フェルミ機構で Diffusion-Loss方程式を使わない方法で示した通り、エネルギースペクトルは

N(E) ∝ E−(γ+1), γ =
Pesc

η
(16.100)

と示される。エネルギー増加率は η = 4
3
V1−V2

c なので、最終的に

N(E) ∝ E−(γ+1)(16.101)

γ =
Pesc

η
=

3

(V1/V2)− 1
(16.102)

が得られる。プラズマの速度の絶対値にはよらず、その比だけで決まることに注意。
衝撃波の章で示した通り、上流の流体の音速を C1 として衝撃波の速度 V1 > C1 をマッハ数M1 で示すと、衝撃波で

の Rankine=Hugoniotの関係式から理想気体では

M1 = V1/C1, CP /CV = 5/3(16.103)

V1

V2
=

[(CP /CV ) + 1]M2
1

[(CP /CV )− 1]M2
1 + 2

(16.104)

=
4M2

1

M2
1 + 3

(16.105)

242 第 16章 宇宙線とフェルミ加速

が得られる。よって、積分スペクトルのインデックス γ は

γ =
3

(V1/V2)− 1
= 1 +

4

M2
1 − 1

(16.106)

となる。特に強い衝撃波M1 ≫ 1の場合は、

N(E) ∝ E−(γ+1)(16.107)

γ ≃ 1(16.108)

となり、衝撃波の速度や流体の密度、温度などに関係なく一定値になる。
ところで、実際に観測されている宇宙線のうち、銀河系内起源である knee以下では

N(E) ∝ E−(2.0∼2.2)(16.109)

である。よって、衝撃波による宇宙線加速から予測されるスペクトルは、実際に観測されている宇宙線のスペクトルに
非常に近い。

最大加速エネルギー

これまでは、十分な時間が経過し、完全に定常状態になった場合について述べてきた。スペクトルは巾型であったの
で、数は別にしてエネルギー損失が全くなく、原理的にはどこまででも加速することが可能である。
しかし、実際にはより高エネルギーに持っていくにはより長い時間がかかるので、実際に得られる最大加速エネルギー

は加速時間でリミットされることになる。ここでは最大可能な加速エネルギーを求めてみる。
衝撃波による 2次のフェルミ加速では、1回その間に加速される効率と逃げ出す確率を計算しスペクトルを求めてお

り、1回の加速過程の時間については議論しなかった。しかし、最大加速エネルギーを求めるには、1回の加速過程にか
かる時間などが必要となる。
衝撃波の上流および下流で粒子は反射されるとしたが、実際には磁場との衝突は 1回ではなく、数多くの衝突による

ランダムウォークをくり返し、ある確率でたまたま衝撃波を越えているに過ぎない。つまり拡散過程を考えると必要が
ある (Lagage and Cesarsky 1983a, 1983b)。
上流の領域では、粒子の流れ J⃗ を拡散方程式で示すと

J⃗1 = −D1∇nCR + V⃗1nCR(16.110)

となる。nCR は粒子の個数密度、V⃗1 は上流の流体の速度、D1 は拡散係数である。平衡状態を仮定すると、J⃗ = 0であ
り、方向も衝撃波垂直成分 (z軸とする)のみを考えれば良い。その結果 V⃗1 の方向も考えると (下流から上流に向かって
正の方向を取る)、

D1∇
dnCR(z)

dz
= −V1nCR(16.111)

nCR(z) = nCR(0) exp

(
−V1z

D1

)
(16.112)

が得られる。上流方向に存在する粒子の数は (柱密度)、
∫ ∞

0
nCR(z)dz =

∫ ∞

0
nCR(0) exp

(
−V1z

D1

)
dz(16.113)

=
ncrD1

V1
(16.114)

となる。一方、前で議論したように上流から衝撃波を通り下流に流れる粒子数は
∫ π/2

0
nCR

v

4π
cos θ · 2π sin θdθ =

nCRv

4
≃ nCRc

4
(16.115)
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ランダムウォークをくり返し、ある確率でたまたま衝撃波を越えているに過ぎない。つまり拡散過程を考えると必要が
ある (Lagage and Cesarsky 1983a, 1983b)。
上流の領域では、粒子の流れ J⃗ を拡散方程式で示すと

J⃗1 = −D1∇nCR + V⃗1nCR(16.110)

となる。nCR は粒子の個数密度、V⃗1 は上流の流体の速度、D1 は拡散係数である。平衡状態を仮定すると、J⃗ = 0であ
り、方向も衝撃波垂直成分 (z軸とする)のみを考えれば良い。その結果 V⃗1 の方向も考えると (下流から上流に向かって
正の方向を取る)、

D1∇
dnCR(z)

dz
= −V1nCR(16.111)

nCR(z) = nCR(0) exp

(
−V1z

D1

)
(16.112)

が得られる。上流方向に存在する粒子の数は (柱密度)、
∫ ∞

0
nCR(z)dz =

∫ ∞

0
nCR(0) exp

(
−V1z

D1

)
dz(16.113)

=
ncrD1

V1
(16.114)

となる。一方、前で議論したように上流から衝撃波を通り下流に流れる粒子数は
∫ π/2

0
nCR

v

4π
cos θ · 2π sin θdθ =

nCRv

4
≃ nCRc

4
(16.115)
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が得られる。よって、積分スペクトルのインデックス γ は

γ =
3

(V1/V2)− 1
= 1 +

4

M2
1 − 1

(16.106)

となる。特に強い衝撃波M1 ≫ 1の場合は、

N(E) ∝ E−(γ+1)(16.107)

γ ≃ 1(16.108)

となり、衝撃波の速度や流体の密度、温度などに関係なく一定値になる。
ところで、実際に観測されている宇宙線のうち、銀河系内起源である knee以下では

N(E) ∝ E−(2.0∼2.2)(16.109)

である。よって、衝撃波による宇宙線加速から予測されるスペクトルは、実際に観測されている宇宙線のスペクトルに
非常に近い。

最大加速エネルギー

これまでは、十分な時間が経過し、完全に定常状態になった場合について述べてきた。スペクトルは巾型であったの
で、数は別にしてエネルギー損失が全くなく、原理的にはどこまででも加速することが可能である。
しかし、実際にはより高エネルギーに持っていくにはより長い時間がかかるので、実際に得られる最大加速エネルギー

は加速時間でリミットされることになる。ここでは最大可能な加速エネルギーを求めてみる。
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